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Dans tout le probléme(%) désigne le résidu quadratique (ou symbole de Legendre)rdedulo un
nombre premiep.

Exercice 1. Le but de cet exercice est de montrer que I'équation

2% = xt — 17 (1)

n'a pas de solution darf3?.
1. Montrer que cela équivaut a montrer que I'équation

2u? = v — 17w (2)

n'a pas de solutiolu, v, w) € Z3 avecv A w = 1.
2. On suppose, par 'absurde, que (2) admet une sol(tion w) € Z3 avecv A w = 1.

(a) Montrer quel7 ne divise pas. En déduire qué%) = —1 (on pourra montrer qun’est
pas une puissanekeme modulol 7).

(b) Soitp un nombre premier impair divisamt Montrer quel7 est un carré modulp. En
déduire quep est un carré modula7. En considérant tous les facteurs premiersuge

conclure queg({%) = +1, d’otl une contradiction.

Exercice 2. Soitp un nombre premier différent de Le but de cet exercice est d’établir une formule
pour le nombreV,, de solutions dang? de I'équationz? + 32 = 1.
1. Poura € F,, exprimer le nombre de solutions daRg de I'équationz? = a en fonction du

symbole de Legendré )

>
2. En déduire quev, = 3", ., [1 + (%)] [1 - (%)}
3. Soitb € F, \ {0}. En remarquant que I'applicatian+— ab est une bijection dé&,, dans lui-
méme, montrer qug (“) = D qcF, (%’) En déduire que_ 5 (%) = 0 (choisir b

a€fp \ p
tel que(%) £ 1).
4. Déduire de ce qui précéde que

v 200

a+b=1
T.S.V.P.



5. En remarquant qug_,,,_; (%) <§) = Y utpm1 (%) (%) et que(%) = (%) Sib # 0,

b#£0
montrer que I'équation (3) équivaut a

N =p+ Y (). @

a€lFy
a#1

6. En remarquant que I'applicatian— a(1 — a)~! est une bijection d&), \ {1} surF, \ {-1},

conclure que
p—1 p—1sip=1 mod 4
Np:p*(*l) 2 = R
p+1sip=3 mod4



