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1. Soit P (X) ∈ Z [X] de degré au moins1. Montrer queP (X) a des racines modulop
pour une infinité de nombres premiersp (on pourra dans un premier temps supposer que
P (0) = 1 et examiner les facteurs premiers des entiersP (n!), n ∈ N, puis dans un second

temps, considérer le polynômeQ(X) =
P (P (0)X)

P (0)
pour se ramener à cette situation).

2. SoitK = Q(θ) un corps de nombres, d’anneau des entiersZK . On noteP (X) le polynôme
minimal deθ.

(a) Soitp un nombre premier tel queP (X) admette une racine modulop, autrement dit
tel qu’il existea ∈ Z tel queP (a) ≡ 0 mod p.

i. Montrer queI = pZ [θ] + (θ − a)Z [θ] est un idéal maximal deZ [θ] et que
Z [θ] /I ' Fp.

ii. Soit p un idéal maximal deZK contenantI. Montrer quep ∩ Z [θ] = I et que
l’injection canonique deZ [θ] dansZK induit un homomorphisme injectif de
Z [θ] /I dansZK/p.

iii. On suppose quep ne divise pas[ZK : Z [θ]]. Montrer qu’alorsZ [θ] /I ' ZK/p
(montrer que l’homorphisme de la question précédente est un isomorphisme).

(b) Montrer qu’il y a une infinité d’idéaux maximauxp deZK de degré résiduelf(p) = 1.

3. SoitK une extension galoisienne deQ. Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers
totalement décomposés dansK.

4. Soitm un entier. Montrer que l’ensemble des nombres premiersp ≡ 1 mod m est infini
(on pourra se placer dans le corps cyclotomiqueK = Q(ζm)).


