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Exercice.

1. Sipestinerte dans K, I'idéal pO est maximal. Si e, f et g désigne respectivement I’indice
de ramification, le degré résiduel et le nombre d’idéaux maximaux au-dessus de p, on a
donc

e=g=1etf=[K:Q]

Par suite , le sous-groupe de décomposition D, de pO est égal a Gal(K/Q) tout entier
et son sous groupe d’inertie [, est trivial. Comme le quotient D, /I, est cyclique (il est
isomorphe au groupe de Galois de I’extension FF; /IF},), on conclut que Gal(K/Q) = D, ~
D, /I, est cyclique.

2. La décomposition de I’idéal p dans K’ peut s’écrire
g /
PO =] i " (1)
i=1

en convenant, par exemple, que p; = p’, et donc ¢} = ¢’. De méme, la décomposition de
chacun des p; dans K" peut s’écrire

9;
pi0% = [ vl )
j=1

en convenant que p;; = p” et e/, = €”. En combinant (1) et (2), on obtient la décomposi-
tion de p dans K" :
g

9;
i 1111w

i=1 j=1
d’ou il suit immédiatement que I’indice de ramification e de p” dans K" vérifie la relation

e=c¢e".
De méme, la relation f = f'f” suit de la formule

[Ok/v" : Ok [p] =[Ok /p" : Ok /9'][Ok /" - Ok /p].



Probléme.

1. Lesrelations y +y = —x et yy = —% sont une conséquence immédiate de la factorisation
X3 — X +1=(X—2)(X —y)(X — 7). Quant a la seconde relation, elle s’obtient en
calculant le discriminant de {1, z, *} de deux fagons différentes : on a d’une part

Disc(1, x,2%) = DiscP(X) = —27+ 4 = —23

et d’autre part

2
[E2

vl = (y—a) G —2)(y =7
Y

Disc(1, z,2%) =

[ -
Qe ]

Par suite, le corps Q [z, y, 7] contient les deux racines de 1’équation X? + 23 = 0, donc
Q [z, y, 7] contient Q [z] [v/=23] = K [\/—23]. Par ailleurs, on a Q [z, 4,7] = Q [z,y] =
K [y] puisque y + § = —ux, et I'extension K [y] /K est de degré 2 de méme que 1’ex-
tension K [\/—23] /K. On a donc égalité. Finalement, I'extension L = Q [z, y,7] est
galoisienne car elle contient les conjugués sur QQ de ses trois générateurs. Un élément o du
groupe de Galois induit une permutation des racines x, y et 7 de P(X), d’ou I’on déduit
un morphisme de Galy, /g dans le groupe des permutations S3. Ce morphisme est claire-
ment injectif, car si 0 € Galy g fixe z, y et , alors il fixe tous les €léments de L. Comme
Galy g et S3 ont méme ordre, on conclut que G = Galy, g est isomorphe a S3. Explici-
tement, on peut engendrer GG par les deux éléments suivants : d’une part la conjugaison
complexe ¢, qui correspond a la transposition échangeant y et 7, et d’autre part I’élément ~y
correspondant a la permutation circulaire de x, y et 7.

2. Avec les notations précédentes, on voit que GG possede un unique sous-groupe d’ordre 3, a
savoir H = (), qui est normal dans G. Par la correspondance de Galois, il lui correspond
une unique sous-extension quadratique de L, a savoir M = Q [\/—23] qui est elle-méme
galoisienne. Il y a par ailleurs 3 sous-groupes d’ordre 2, correspondant aux transpositions
L, 1y et 1y%, auquelles correspondent trois sous extensions cubiques, a savoir K = Q [x],
K' = Q[y] et K/ = Q [y] qui ne sont pas galoisiennes (les sous-groupes correspondants
ne sont pas normaux dans (7).

3. D’apres la question 1 de I’exercice, il n’y a pas de premiers inertes dans I’extension L/Q,
car le groupe de Galois de I’extension n’est pas cyclique.

4. Le discriminant de {1, z, z?} étant sans facteur carré, on conclut que Oy = Z [x].
5. On a dg = Disc(1,z,2?) = —23, donc 23 est le seul nombre premier ramifié dans K. De
plus, le polyndme P(X) = X3 — X + 1 admet la décomposition suivante modulo 23 :
X2 - X 41=(X+10)%(X + 3) € Fys[X].
On en déduit que
230k = pips 3)
ou p; = (23,2 + 10) et po = (23,2 + 3).



6. Soit p un nombre premier ramifi€é dans L, et p un idéal premier au-dessus de p. On note
pr = pN Ok, pyr = pN Oy, ex 'indice de ramification de p sur Q, ey, celui de py; sur
Q, er/k I’indice de ramification de p sur K et ey, celui de p sur M. Gréce a la question
(2) de I’exercice, on a les relations

e =er/kex ete =ep/pmen “4)

Supposons que p ne soit ramifié ni dans K ni dans M, auquel cas ex = ep; = 1, soit
e = er/k = er/v- Par ailleurs, les extensions L /K et L/M étant galoisiennes, on a, avec
des notations évidentes, les relations

IL: K] =epkfrrgrx et [M : K] = en/r fr/kgm)x-

En particulier e = e /x = ey divise [L : K| = 2et [M : K] = 3, ce qui implique que
e = 1, et donc que p est non ramifi€¢ dans L. Les seuls premiers ramifiés dans L sont donc
ceux qui sont ramifiés dans M ou dans K, condition remplie uniquement par p = 23.

Puisque L/Q est galoisienne, tous les idéaux premiers au-dessus de 23 ont méme indice de
ramification e. Considérons un idéal premier p tels que p N O soit I’idéal p; de la formule
(3). Avec les notations précédentes, on a alors ex = 2, d’ou I’on déduit, grace a (4), que
e est pair et > 2. Par ailleurs, la formule (3) implique qu’il y a au moins deux idéaux
premiers de Oy, au-dessus de 23, soit ¢ > 2. Enfin, prenant en considération la relation
efg=6,onconclutquee =2,9g=3et f =1.

7. Soit N = Q [\/—23 et q un idéal maximal de Oy au-dessus d’un nombre premier q.
Si q était ramifié dans L/N alors, ¢ serait ramifié dans L/Q ce qui implique (question
précédente) que ¢ = 23. Or 23 est ramifié dans NV (le discriminant dy de N sur QQ est égal
a —23). On aurait donc 230y = q2. Finalement, I’indice de ramification de 23 dans L
serait donc e = ep/vey = 2er/n > 2 (I’hypothese de ramification de g dans L /N signifie
que ez n > 1). Ceci est impossible car on vient de voir que I'indice de ramification de 23
dans L est égal a 2.



