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Exercice 1

1. Si P(X) = Zi:o ap X" avec d > 1 et aq # 0, alors

d d k-1
AP(X) = Z ay ((X +1)F - Xk) = a Z (?) X! = a4d X'+ termes de degré inférieur

k=0 k=0 1=

d’ou la conclusion.
2. C’est immédiat.

3. Si P(X) est un polyndme constant (éventuellement nul), alors il est clair que que AP = 0.
Inversement, la question précédente montre que si P(X) est de degré au moins 1, AP(X)
est non nul. Donc Ker A = Qy[X], 'espace des polynémes constants. En particulier,
dimg Ker A = 1.

4. Pour tout entier naturel n, on a
Ker A,, = Ker AN Q,[X] = Qy[X] = Ker A.
Le théoreme du rang permet de conclure que, pour n > 1
dimIm A, = dim Q,[X] — dimKer A, = (n+1) — 1 =n.

Comme par ailleurs Im A,, C Q,,_1[X] pour n > 1 d’apres la premiére question, et puisque
dim Q,,_1[X] = n, on conclut que

1n >
ImA, — Qn 1[X]sin>1
{0} sin=0.
Finalement, In A = {J, .y Im A, = U,y Qn[X] = Q[X].

5. (a) Un calcul immédiat montre que

ik <
Ak(Nl) _ {Nl—k S1 ]C_l

0 sinon.

(b) Les polynémes Ny, Ny, ..., N, sont de degrés deux a deux distincts et forment donc
une famille libre de Q,[X]. Comme leur nombre est égal a la dimension de Q,[X],
ils en constituent une base. Comme AN, = Ny_; pour k > 1 et ANy = 0, la matrice
de A,, dans cette base s’écrit

0 1 0 0
0
1
0 0



(c) II résulte des calculs précédents que

1sik=1

0 sinon.

A*(N)(0) = {
Autrement dit, lorsque k parcourt 'ensemble {0, ...,n}, les formes linéaires
& Qu[X] = Q, P(X)— A*P(0)

constituent la base duale de B,,. En particulier, on a, pour tout polynéme P(X) €

Qu(X) : ) )
P(X) = 0k(P)N(X) = > A*P(0)Ny(X).

Exercice 2

1.

(a) Il est clair que :
A =0« fi=0<Imfs CKer fa.

(b) En utilisant le théoreme du rang et I'inclusion Im f,4 C Ker f4 que 'on vient d’établir,
il vient
3=dimIm fs +dimKer f4 > 2dimIm f4,

puisque dimIm f4 < dim Ker f4. On en déduit que dimIm f, vaut 0 ou 1, mais la
premiere possibilité est exclue puisque l'on a supposé que A, et donc f,, était non
nulle. Par suite, dimIm f4 = 1 et dimKer f4 =3 — dimIm f4 = 2.

(c) Soit x ¢ Ker f4. Alors f(x) appartient & Ker f4 (puisque f3 = 0), et il est non nul. On
peut donc trouver un vecteur y de Ker f4 tel que {fa(x),y} soit une base de Ker f4
(puisque dim Ker f4 = 2). Comme z n’appartient pas a Vect{ fa(x),y} = Ker fa, la
famille {fa(x),y, x} est une famille libre, donc une base de K?3.

(d) Clairement, la matrice de f4 dans la base {fa(z),y,z} construite a la question
précédente est égale a

o O O
o O O
o O =

(a) Le méme argument que précédemment montre que Im f, C Ker f4 et que (théoréme
du rang) :
n =dimIm f4 + dimKer f4 > 2dimIm fy4,

d’ott dimIm f < g et dim Ker f4 =n —dimIm fs > g

(b) Soit {fi,..., f;} une base Im f4. Pour tout i € {1,...7}, on choisit un antécédent
e; de f; par fa(c’est-a-dire fa(e;) = f;). Clairement, la famille {ej,...,e,} est libre
(si elle était liée, alors, en appliquant f4, la famille {f, ..., f.} le serait également).
On peut compléter la famille {fi,..., f,} = {fale1),..., fa(e;)} en une base B
de Ker f4 (rappelons que {fi,..., fr} = {fale1),..., fale;)} C Ker fa). On vérifie
facilement que la famille By U {ey, ..., e} est une base de K™ en remarquant, par
exemple, que



(i) Vect{ey,...,e,} NKer f4 = {0},
(ii) dim Vect{ey,...,e.} +dimKer f4 = r + dim Ker f4 = n (théoréme du rang)
(pour (i), six = Y., \ie; appartient & Vect{ey, ..., e, }NKer f4 alors, en appliquant

fa, on obtient 0 = fa(z) =D i Nifalei) = > Nifi, dot Ay = -+ = A, puisque
la famille {fi,..., f,} est libre, et donc z = 0).
Clairement, la matrice de f4 dans la base By U {eq,..., e, }est égale a

o)

Si ax + Bfa(x) = 0, alors, en appliquant f4, on obtient :
0= afa(x) + Bfi(z) = afa(r) - bz

Le déterminant du systeme

ax + Bfa(x) =0
—Bx 4+ afs(x) =0

est égal a® 4+ 2. Il est donc non nul, sauf si @ = 8 = 0. A I'inverse, si cette condition
n’est pas remplie, la seule solution du systeme précédent est x = fa(z) = 0, ce qui
est absurde puisque 1'on a supposé que x était non nul. On a donc bien montré que
la famille {x, f4(z)} était libre.

Sin =2, et si z est u vecteur non nul, la famille {z, f4(z)} est donc une base de R?
dans laquelle 'application f4 a pour matrice

0 —1
1 0
puisque f3(z) = —z.

Soit z € R*\ {0} et y un vecteur de R*\ Vect{x, fa(x)}. Supposons que

(1) ax + Bfa(z) + vy +0faly) = 0.

Alors, en appliquant f4 a cette équation, on obtient :

(2) —Bx + afa(x) = oy +vfaly) =0

et en considérant la combinaison v x (1) — 0 X (2), on obtient :

(v +0%)y = v(a = Bz — d(a + B) fa(X) € Vect{z, fa(x)},

ce qui n’est possible, vu ’hypothese sur y, que si v?+62 = 0, c’est-a-dire siy = § = 0.
Si tel est le cas, I'équation (1) fournit une relation de dépendance linéaire entre x
et fa(x), sauf si @ = f = 0. Comme on a supposé = non nul, et que la question
(3a) garantit qu’alors la famille {z, fa(x)} est libre, on conclut que, nécessairement
a=f=v=20=0, ce qu signifie que {z, fa(z),y, fa(y)} est une famille libre, donc
une base, de R*. Clairement, la matrice de f4 dans cette base est égale a

0 -10 O
1 0 0 0
0 0 0 -1
0 0 1 O



(d) En itérant le procédé précédent, on suppose construite une famille {z,--- ,z;} de
vecteurs de R™ telle que la famille {z1, fa(z1), -+ ,z¢, fa(xe)}, de cardinal 2¢, soit
libre, et que ¢ soit maximal pour cette propriété. Si 2¢ < n, on peut trouver y ¢
Vect{x1, fa(x1), -+, xe, falze)}. A cause de la maximalité de [, on peut affirmer que
la famille {x1, fa(z1), -+, z¢, fa(xe),y, fa(y)} est liée. Tl existe donc A et p non tous
les deux nuls tels que

(3) )\y + MfA(y) € veCt{:L‘b fA(ml)a o, Ty, fA(xf>}
En appliquant f4 on en déduit que
(4> —py + )‘fA(y) S VeCt{xb fA(x1)7 o, Ty, fA(x€>}
et en considérant la combinaison A X (3) — u X (4), on conclut que
(5) ()\2+/L2>yEV@Ct{Il,fA($1)7"' 7xf7fA(x€)}'
Or X et p ne sont pas tous les deux nuls, donc on peut diviser (5) par le réel (non
nul) A\? + p2, et conclure que y appartient & Vect{xy, fa(x1), -+ , e, fa(ze)}, une
contradiction. Par conséquent, n = 2¢ et la famille Vect{z1, fa(x1), -+, z¢, fa(ze)}
est une base de R™ dans laquelle f4 a pour matrice

0SS --- 0

00 --- S

o (0 -1
ouS—(1 0).

Exercice 3

k

1. Le théoreme du rang, appliqué a '’endomorphisme u”, entraine que ny + 1 = n.

2. Si x € keru® alors u*(z) = 0, donc u**!(z) = u(u*(x)) = 0, d’out l'inclusion Ny C Npy1.
De méme, si y = u**!(z) est un élément de Imu**!, alors y = u*(u(z)) € Imu*, d’'ott
I'inclusion ]k—i-l C 1.

3. (a) Comme [j;1 est un sous-espace de Ij, il admet un supplémentaire (pas unique!)
dans ;. Si Dj, est I'un d’entre-eux, on a évidemment

lele = dlm[k - dim[k+1 = Zk - ik+1 = 5k-
(b) En appliquant u a I'égalité I, = I @ Dy, on obtient :
(6) Lit1 = u(ly) = u(lp+1 ® Dy) = u(lpr1+ Di) = u(lps1) +u(Dk) = Trro +u(Dy).
(c) En appliquant a (6) la formule pour la dimension de la somme de deux sous-espaces,
il vient
dim Iy < dim Iy 9 + dimu(Dy).

Par ailleurs, le théoreme du rang montre que dim u(Dy) < dim Dy, d’ou I'on conclut
que
01 = tpy1 — Tpg2 < dim Dy, = 0y,

ce qu’il fallait démontrer.



4. La suite (Ni),cy étant croissante (pour l'inclusion), il en va de méme pour la suite des
dimensions (ny),cy- Si celle-ci était strictement croissante, on aurait :

(7) Vk €N, ny, >k

(cela résulte d’une récurrence immédiate, que 'on initialise en remarquant que ng =
dim Ker Id = 0). Par conséquent, £ est non vide et admet donc un plus petit élément ky.
En outre (7) montre que ky < n (sinon, on aurait dim Ny, 11 = 1,41 > n+1>n = dim E).

5. L’égalité Ny, 41 = Ny, est une conséquence immédiate de l'inclusion N, C Ni 41 et de
I’égalité des dimensions ny, = ng,4+1 que l'on vient d’établir. L'égalité I 1 = I, en
découle grace a nouveau a linclusion Ij,41 C I, et a l'égalité de dimension ix,41 =
N — Mgy =N — Nkgt1 = hy+1-

6. Pour établir, pour tout k£ € N, les égalités
Nig+k = Nio et Lo = iy,

on procede par récurrence sur k. L’initialisation (k = 0) est évidente, et pour I’hérédité
on constate que, si 'on suppose que Ny = Ng, €t Ig1r = i, on a les équivalences
suivantes :

T € Nigyrs1 & u™ 1 (z) =0
& u (W (1) =0
& uF(r) € Ny
& uF(x) € Ny, puisque Niyp1 = Ny,
& & € Nyt
& v € Ny, d’apres 'hypothese de récurrence,

ce qui montre que Ny, 4,41 = Ni,, d’ou 'on déduit également que I 441 = Ii, a cause de
I'inclusion Iy, 4x+1 C Ix, et de I'égalité de dimensions i, k41 = N—Npyrkt1 = N—Nky = k-

7. On sait déja que dimE = n = ny, + i, = dim Ny, + dim [, donc pour montrer que
E = Ny, @ I,, il suffit d’établir que Ny, N I, = {0}. Soit donc y € Ny, N I, ; il existe
alors x € E tel que y = u*(x) et la condition y € Ny, entraine que u?*(x) = u*o(y) = 0,
donc que z € Nog,. Or Noy, = Ny, grace a la question précédente, donc y = u*(z) = 0,
ce qu’il fallait démontrer.



