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FEUILLE D’EXERCICES n° 1

Révisions d’arithmétique

Exercice 1 — On note M,, = 2" — 1 pour tout entier naturel n.

1) Montrer que M,, premier = n premier.
2) Vérifier que My, M3, M5, M7 sont premiers mais que M;; ne U'est pas.

Exercice 2 — On note n = p{* ...p%™ ou les p; sont des nombres premiers deux a
deux distincts et les a; sont des entiers strictement positifs. Combien n a-t-il de
diviseurs ?

Exercice 3 — Calculer a I'aide de I'algorithme d’Euclide étendu le pged, le ppem
et une relation de Bézout pour les nombres 720 et 252.

Exercice 4 —
1) Calculer pged(18,385) et une relation de Bézout 18ug + 385vy = 1 avec
(UQ, UQ) € Z2.
2) Déterminer toutes les solutions (u,v) € Z? des équations suivantes:

18u + 385v =1 18u + 385v = 3 d4u + 1155v =3 d4u + 1155v =5

Exercice 5 — Soit u, = 5" 4+ 6™ avec n € N. Calculer pged(un, ty11)-

Exercice 6 —

1) En divisant un nombre par 8, un éleve a obtenu 4 comme reste. En divisant
ce méme nombre par 12, il a trouvé 3 comme reste. Qu’en pensez-vous ?

2) Un autre éleve a calculé (sans erreur) que le reste du millésime de I’année
dans la division par 29 est 25 et dans la division par 69 est 7. En quelle
année cela se passait-il ?

Exercice 7 — Montrer que pour tout n € N, n(n + 1)(8n + 1) est divisible par 6.

Exercice 8 — Soit a,m,n des entiers strictement positifs avec a > 2. On se
propose de montrer que

pged(a™ — 1,a™ — 1) = aPeedmn) _ 1,

1) Soit > 2 un entier. Montrer que, pour tout ¢ > 0, 27 = 1 mod (z — 1).

2) Soit r le reste de la division euclidienne de n par m. Déduire de la question
précédente que a" = a” mod (a™ — 1).

3) En déduire que pged(a™ — 1,a™ — 1) = pged(a™ — 1,a" — 1).

4) Conclure.



Exercice 9 —

1) A quoi reconnait-on qu’un entier écrit en base 10 est divisible par 2 7 par
57 par 3 7 par 9 ? Utilisez les congruences pour justifier ces criteres.

2) Montrez qu’'un entier dont I’écriture en base 10 est a,,_1 . . . ajag est divisible
par 11 si et seulement si ag — ay +as + -+ + (—1)m_1am,1 = 0 mod 11.

3) Etablir un critére de divisibilité par 101 puis montrer, sans calculatrice et
sans poser de division que 478775514327 est divisible par 101.

4) Donner un critéere de divisibilité par 7 portant sur 1’écriture binaire d’'un
entier et 'appliquer a ’entier dont 1’écriture binaire est 101101010110111.



