
Solveurs linéaires pour les problèmes industriels

Algorithmes du cours

Rodolphe Turpault

Ce document contient les algorithmes vus pendant le cours.

Etant donné que A, b, x0 et ε seront des entrées de presque tous les algorithmes
qui suivront et que xk en sera toujours une sortie, on les omettra par souci de li-
sibilité à partir de l'algorithme 2.

Notation : < x, y > représente le produit scalaire euclidien de deux vecteurs de
Rn et ‖·‖ est la norme associée.

Algorithme 1 Algorithme générique d'une méthode itérative - version naïve

Entrées: Les données du problème A ∈Mn(R) et b ∈ Rn, un choix initial x0 ∈ Rn

et la tolérance max. ε > 0.
Sorties: x une approximation de la solution du système linéaire.
Calculer l'erreur initiale,
k ← 0,
Tantque (erreur> ε) faire
k ← k + 1,
Calculer xk,
Calculer l'erreur,

Fin tantque

Retourner x← xk.
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Algorithme 2 Algorithme générique d'une méthode itérative - version améliorée

r0 ← b− Ax0,
k ← 0,
Tantque (‖rk‖ > ε) et (k ≤ kmax) faire
k ← k + 1,
Calculer xk,
rk ← b− Axk,

Fin tantque

Retourner x← xk,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', ‖rk‖

Finsi

Algorithme 3 Gradient à pas optimal

r ← b− Ax0,
k ← 0,
Tantque (‖r‖ > ε) et (k ≤ kmax) faire
z ← Ar,
α←< r, r > / < z, r >,
x← x+ αr,
r ← r − αz,
k ← k + 1,

Fin tantque

Retourner x,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', ‖r‖

Finsi
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Algorithme 4 Gradient Conjugué

r0 ← b− Ax0,
p← r0,
β ← ‖r0‖
k = 0,
Tantque (β > ε) et (k ≤ kmax) faire
z = Ap,
α←< rk, rk > / < z, p >,
x← x− αp,
rk+1 ← rk − αz,
γ ←< rk+1, rk+1 > / < rk, rk >,
p← rj+1 + γp,
β ← ‖rk‖
k ← k + 1,

Fin tantque

Retourner x,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', ‖r‖

Finsi

Algorithme 5 Produit matrice/vecteur avec le format CSR

y ← 0,
Pour i = 1, . . . , n faire

Pour k = IA(i), . . . , IA(i+ 1) faire
y(i)← y(i) + AA(k)x(JA(k)),

Fin pour

Fin pour
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Algorithme 6 Résidu Minimum Préconditionné à gauche

r ← b− Ax0,
Résoudre Mq = r,
k ← 0,
Tantque (‖r‖ > ε) et (k ≤ kmax) faire
w =← Aq
Résoudre Mz = w,
α←< q, z > / < z, z >,
x← x+ αq,
r ← r − αw,
q ← q − αz,
k ← k + 1,

Fin tantque

Retourner x,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', ‖r‖

Finsi

Algorithme 7 ILU0
M ← A,
Pour i = 2, n faire

Pour (k = 1, i− 1) et ((i, k) ∈ D) faire
mi,k ← mi,k/mk,k,
Pour (j = k + 1, n) et ((i, j) ∈ D) faire
mi,j ← mi,j −mi,kmk,j,

Fin pour

Fin pour

Fin pour
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Algorithme 8 Algorithme générique d'une méthode de projection 1D

r0 ← b− Ax0,
k ← 0,
Tantque (‖rk‖ > ε) et (k ≤ kmax) faire
α←< rk, w > / < Av,w >,
xk+1 ← xk + αv,
rk ← b− Axk,
k ← k + 1,

Fin tantque

Retourner x← xk,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', ‖rk‖

Finsi

Algorithme 9 Algorithme générique d'une méthode de projection 1D - version
améliorée
r ← b− Ax0,
k ← 0,
Tantque (‖r‖ > ε) et (k ≤ kmax) faire
z ← Av,
α←< r,w > / < z,w >,
x← x+ αv,
r ← r − αz,
k ← k + 1,

Fin tantque

Retourner x,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', ‖r‖

Finsi
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Algorithme 10 Steepest Descent

r ← b− Ax0,
k ← 0,
Tantque (‖r‖ > ε) et (k ≤ kmax) faire
z ← Ar,
α←< r, r > / < z, r >,
x← x+ αr,
r ← r − αz,
k ← k + 1,

Fin tantque

Retourner x,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', ‖r‖

Finsi

Algorithme 11 Résidu Minimum

r ← b− Ax0,
k ← 0,
Tantque (‖r‖ > ε) et (k ≤ kmax) faire
z ← Ar,
α←< r, z > / < z, z >,
x← x+ αr,
r ← r − αz,
k ← k + 1,

Fin tantque

Retourner x,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', ‖r‖

Finsi
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Algorithme 12 Alogrithme d'Arnoldi (Gram-Schmidt) - version naïve

v1 := v/‖v‖,
Pour j = 1, . . . ,m faire

Pour i = 1, . . . ,m faire

hi,j =< Avj, vi >,
Fin pour

zj = Avj −
∑m

i=1 hi,jvi,
hj+1,j = ‖zj‖,
Si hj+1,j = 0 alors

Stop
Finsi

vj+1 = zj/hj+1,j,
Fin pour

Algorithme 13 FOM

r ← b− Ax0,
β ← ‖r‖
k = 0,
Tantque (β > ε) et (k ≤ kmax) faire
Utiliser la méthode d'Arnoldi en partant de r pour obtenir Hm et Vm,
Résoudre Hmy = βe1,
x← x+ Vmy,
r ← −hm+1,m < y, em > vm+1,
β ← ‖r‖
k ← k + 1,

Fin tantque

Retourner x,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', ‖r‖

Finsi
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Algorithme 14 GMRes

r ← b− Ax0,
β ← ‖r‖
k ← 0,
Tantque (β > ε) et (k ≤ kmax) faire
Utiliser la méthode d'Arnoldi en partant de r pour obtenir Hm et Vm,
Calculer y = argmin‖βe1 − H̄my‖,
x← x+ Vmy,
r ← ‖βe1 − H̄my‖,
β ← ‖r‖,
k ← k + 1,

Fin tantque

Retourner x,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', ‖r‖

Finsi

Algorithme 15 Méthode de la puissance
Entrées: y0 ∈ Rn

?

y ← y0,
β ← 1,
k ← 0,
Tantque (β > ε) et (k ≤ kmax) faire
z ← Ay,
z ← z

‖z‖ ,

β ← ‖y − z‖,
y ← z,
k ← k + 1,

Fin tantque

λ← <Ay,y>
‖y‖2 ,

Retourner y et λ,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', β

Finsi
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Algorithme 16 Méthode de la puissance inverse
Entrées: y0 ∈ Rn

y ← y0,
β ← 1,
k ← 0,
Tantque (β > ε) et (k ≤ kmax) faire
Résoudre (A− µI)z = y,
z ← z

‖z‖ ,

β ← ‖y − z‖,
y ← z,
k ← k + 1,

Fin tantque

λ← <Ay,y>
‖y‖2 ,

Retourner y et λ,
Si (k > kmax) alors
Retourner 'Tolérance non atteinte :', β

Finsi

Algorithme 17 Méthode de dé�ation
B = A,
j ← 1,
Tantque (j ≤ jmax) faire
Utiliser la méthode de la puissance sur B (résultat λj et vj),
B = B − λjvjv>j ,
j ← j + 1,

Fin tantque

Retourner (yj)j et (λj)j.

Algorithme 18 Itération orthogonale
B = A,
j ← 1,
Tantque (j ≤ jmax) faire
Faire la décomposition QR de B : B = QR,
B ← RQ,
j ← j + 1,

Fin tantque

Retourner les éléments diagonaux de R.
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