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Les trois cadres différents

@ Laplaciens sous elliptiques L = Ay,
typiquement L = X2 + Y? en dimension 3, ou L = A, — Xp.

o Opérateurs de diffusion elliptiques: typiquement
L=A-VV -V surR"

o Laplaciens discrets :
L = A avec A le Laplacien sur un graphe infini
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@ Le cadre Riemannien et le critére de Bakry-Emery

@ Le semi-groupe de la chaleur en géométrie sous-elliptique
@ Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.
o Le critére de courbure-dimension généralisé
@ Propriété du doublement de la mesure:

© Inégalités de Brascamp-Lieb généralisées
@ Inégalités de Brascamp-Lieb et de Poincaré
@ Inégalités de Brascamp-Lieb généralisées
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o Résultats
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On considére un opérateur de diffusion sur une variété: dans une
carte, il s'écrit

L= Za,,,a,ﬁz:ba
ij=1

avec (a; ;)i j une matrice symétrique > 0. Si (a; ;) > 0, on dit que
L est elliptique.
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Le cadre général

On considére un opérateur de diffusion sur une variété: dans une

carte, il s'écrit
L= Z a,,,a,ﬁZba

ij=1

avec (a; ;)i j une matrice symétrique > 0. Si (a; ;) > 0, on dit que
L est elliptique.

On considérera souvent des opérateurs symétriques sur une variété
compléte (H1): L est alors essentiellement auto-adjoint. Par le
théoréme spectral: P; := etl.

Objectifs: Obtenir des estimées géométriques et globales pour ce
semi-groupe P;.
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Le cadre Riemannien

Le critére de Bakry-Emery : I and ;. Pour un opérateur de
diffusion L,

r(f,g) = 5 (L(fg) — flg — gLf)

N =

(L(T(f, &) = T(f,Lg) —T(g, Lf)).

N

r2(f7g) -

o Lien avec la géométrie:

[(f,f) = |VF|.

e Formule de Béchner Si L = Ag,

[o(f, f) = ||Hessf||3 + Ric(Vf, Vf).
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Le cadre Riemannien

Le critére de courbure-dimension de Bakry-Emery Pour
p € Ret n>0, on dit que le critére de courbure CD(p, n) est
vérifié si pour toute fonction f € C(M,R):

Fo(F, ) > pl(F,F) + %(Lf)?
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Le cadre Riemannien et le critére de Bakry-Emery

Le cadre Riemannien

Le critére de courbure-dimension de Bakry-Emery Pour
p € Ret n>0, on dit que le critére de courbure CD(p, n) est
vérifié si pour toute fonction f € C(M,R):

Fo(F, ) > pl(F,F) + %(Lf)2.

o formule de Béchner Si L = Ag, dim M = n Alors si
Ric > pld, L vérifie CD(p, n).

0SiL=A—-VV.VsurR",

L vérifie CD(p, o) si et seulement si HessV > p.
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Soit p € R. Les affirmations suivantes sont équivalentes:
Q Le critére CD(p, ) est satisfait.
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Soit p € R. Les affirmations suivantes sont équivalentes:
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Le cadre Riemannien et le critére de Bakry-Emery

Théoreme (Bakry-Emery ‘84)

Soit p € R. Les affirmations suivantes sont équivalentes:
Q Le critére CD(p, ) est satisfait.
Q Vf, Vt >0, Vx, |[VP:(f)(x)]? < e=2°tP,(|VF|?)(x).
Q Vf, Vt >0, Vx, [VP(f)(x)| < e PtP(|VF])(x).
Q L'inégalité de Poincaré est satisfaite: Vf € C(M):

P(f%) = Pi(f)* < ————Pi(T(F))

@ L'inégalité de log-Sobolev est satisfaite: Vf € C(M), f >0,

1—e 20t r(f)
P:(fIn(f)) — P:(f) In(P:(f)) < 2 P < - >
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Théoreme (Bakry-Emery ‘84)

Soit L un opérateur de diffusion sur une variété complete vérifiant
le critére CD(p, o0) avec p > 0. Alors,
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Le cadre Riemannien et le critére de Bakry-Emery

Théoreme (Bakry-Emery ‘84)

Soit L un opérateur de diffusion sur une variété complete vérifiant
le critére CD(p, o0) avec p > 0. Alors,

@ L'inégalité de Poincaré est satisfaite: Vf € C(M):

Var,(f) < ;/I’(f)d,u. (1.1)
@ L'inégalité de Log-Sobolev est satisfaite: Vf € C(M), f >0,

Ent,(F) < = /(”p) d. (1.2)

~ 2
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Le cadre Riemannien et le critére de Bakry-Emery

Théoreme (Bakry-Emery ‘84)
Soit p € R. Les affirmations suivantes sont équivalentes:
Q Le critére CD(p, ) est satisfait.
@ L'inégalité de Poincaré inverse est satisfaite:, Vf € C(M),

e2rt — 1

P.(f?) — P(f)? >

F(P:f)

© L'inégalité de log Sobolev inverse est satisfaite: Vf € C(M),
f>0,:

et — 1T(P,f)

PfIn()) = Pe()In(P(f)) > =5 — 5%
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Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.

Le groupe de Heisenberg

R3 avec la loi

1
(x,y,2)-(x',y',2') = <X +xy+y.z+2+ E(Xy’ — yX’)> :

— lien avec I'aire balayée.
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Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.

Le groupe de Heisenberg

R3 avec la loi

1
(x,y,2)-(x',y',2') = <X +xy+y.z+2+ Q(Xy’ — yX’)> :

— lien avec I'aire balayée. Champs de vecteurs invariants a gauche:
X(F)(x,y,z) = (0x — }2—/82)f(x, v, 2)

Y(F)(x,y,2) = (9 + g@z)f(x,y,z)
Z(f)(X,y,Z) = azf(X,y, Z).

Sous Laplacien canonique

Ay =X>+ Y2

[X,Y]=2Z, [X.Z]=[Y,Z] =0;
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Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.

Autres espaces modéles: Méme construction sur S (SU(2,R))
et Hy (SL(2,R)): L= X%+ Y2
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Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.

Autres espaces modéles: Méme construction sur S (SU(2,R))
et Hy (SL(2,R)): L= X%+ Y2
X,Y]=2, [X,Z]=—-pY, [Y.Z] = pX;

—_—

avec p = 1 pour SU(2) et p = —1 pour SL(2,R).
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Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.

Autres espaces modéles: Méme construction sur S (SU(2,R))
et Hy (SL(2,R)): L= X%+ Y2
X,Y]=2, [X,Z]=—-pY, [Y.Z] = pX;

avec p = 1 pour SU(2) et p = —1 pour SL(2,R).

— On peut montrer que le critére CD(p, c0) n'est pas satisfait.



géo. sous-elliptique
©0e00

Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.

Differentes approches pour obtenir Poincaré or log-Sobolev
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Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.

Differentes approches pour obtenir Poincaré or log-Sobolev

@ Inégalités de Driver-Melcher and H.Q. Li (sous commutation
entre Vj, et P: on H).

@ Un critére de courbure dimension généralisé [BBBQ09, BB12]

© Approche de F.Y. Wang: basé sur |'intégrabilité de e et le
critére de courbure-dimension généralisé [BB12]

@ Approche de Gross par tensorisation et le théoréme central
limite [BCH16].

@ Approche par couplage stochastique et lien avec des
contractions en distance de Wasserstein [BJ18]

_d2 (0x
@ Approche avec des fonctions de Lyapunov pour £ dcg(o’ L ddx

(Hebish-Zegarlinski).
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Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.

Théoreme (Driver-Melcher '05, H.Q.Li ‘06, [BBBCO08])
Inégalité de Driver-Melcher : Vf

IVi(Pef)12 < GPe(|Vif|?) (2.3)

avec Co une constante C, > 2.
Inégalité de H.Q. Li : Vf

[Va(Pe)| < GP(|VAf]). (2.4)

avec C; une constante C; > /2.
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Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.

Théoreme (Driver-Melcher '05, H.Q.Li ‘06, [BBBCO08])
Inégalité de Driver-Melcher : Vf

IVi(Pef)12 < GPe(|Vif|?) (2.3)

avec Co une constante C, > 2.
Inégalité de H.Q. Li : Vf

[Va(Pe)| < GP(|VAf]). (2.4)

avec C; une constante C; > /2.

Driver-Melcher implique I'inégalité de Poincaré pour P.
H.Q. Li implique I'inégalité de Log-Sobolev pour P;.
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Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.

Ingrédients pour DM: structure de groupe, champs de vecteurs
invariants a droite et estimées de I'(In p;).
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Premiers exemples en géométrie sous-riemannienne.

Ingrédients pour DM: structure de groupe, champs de vecteurs
invariants a droite et estimées de I'(In p;).

Points clés pour H.Q. Li: des découpages, connaissances des
géodésiques ou du noyau de la chaleur pour z complexe et les
estimées optimales:

1 dz(e. &)
e, g)~ exp( — <127 2.5
pile8) = s p(-58)  (29)
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Fo(f, £) =(X2F)? + (Y2F)? + % (XY + YX)f)* + %(Zf)2
+ pl(F, ) = 2(XF)(YZF) + 2( YF)(XZF).
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Du fait des termes —2(Xf)(YZf) + 2(Yf)(XZf), CD(p,00) n’est
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Fo(f, £) =(X2F)? + (Y2F)? + % (XY + YX)f)* + %(Zf)2
+ pl(F, ) = 2(XF)(YZF) + 2( YF)(XZF).

Du fait des termes —2(Xf)(YZf) + 2(Yf)(XZf), CD(p,00) n’est
pas vérifié. On introduit [4(f,f) = (Zf)?. On pose alors

3(f.8) = 5 (L(T(F.8) ~ T7(F. Lg) (s, LF))

lci: T4(f) = T(Zf, ZF) = (XZ)? + (YZf)>.
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Fa(F, F) =(X2F)2 + (Y21)? 4 5 (XY +YX)F)? + %(fo
+pl(F,f) — 2(Xf)( YZf) + 2( YF)(XZF).

Du fait des termes —2(Xf)(YZf) + (Yf)(XZf), CD(p, o) n'est
pas vérifié. On introduit [4(f,f) = (Zf)?. On pose alors

3(f.8) = 5 (L(T(F.8) ~ T7(F. Lg) (s, LF))

lci: T4(f) = T(Zf, ZF) = (XZ)? + (YZf)>.

Définition (Critére de courbure-dimension généralisé)

On dit que L satisfait CD(p1, p2,k,d) avec p1 €ER, po >0, kK >0
et 0 < d < oo si pour tout f et tout v > 0,

(H2) To(F) +0T3(F) = S(LP + (o1 = D) () + par ()

Q \
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Le critére de courbure-dimension généralisé

1
2

Ici: p1=p,p20=5,k=1,d =2.
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Ici: plzp,pgz%,mzl,dzz

Une chose importante:
o (H3) [(f,T%(f)) = T#(f.T(f)).
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Ici: plzp,pgz%,mzl,dzz

Une chose importante:
o (H3) [(f,T%(f)) = T#(f.T(f)).

— cadre géométrique étudié par Baudoin et Garofalo (feuilletage
Riemannien avec des fibres totalements géodésiques) (Voir
Elworthy, Thalmaier et Grong).
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Comment utiliser le critére:

Lemme

Soit f > 0 et posons 0 < s < t,

®1(s) = (Pe—sf)l(In Pe—sf), (2.6)

®(s) = (Pr_sF)M4(In Py_sf). (2.7)
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Comment utiliser le critére:

Lemme

Soit f > 0 et posons 0 < s < t,
®1(s) = (Pe—sf)l(In Pr_sf), (2.6)

®(s) = (Pr_sF)M4(In Py_sf). (2.7)
Alors, sous (H3)

<% + L) ®1(s) = 2(Pe—sf)l2(In Pr—sf)

(5 +1L) 25) = 2Pe-cNIE(n Peeh),
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Le critére de courbure-dimension généralisé

(H4) Le semi groupe est stochastiquement complet (P:1 =1) et le
gradient du semi-groupe est borné dans L*°.
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Le critére de courbure-dimension généralisé

(H4) Le semi groupe est stochastiquement complet (P:1 =1) et le
gradient du semi-groupe est borné dans L*°.

Théoréme ([BBBQO9],Baudoin-Garofalo’17)

Sous les hypothéses précédentes et sous CD(p1, p2, k, d). Soient
a,beCY([0, T],R,) et v € C([0, T],Ry). Alors pour toute
fonction f > ¢ > 0,

a(T)Pr(fT(Inf)) + b(T)Pr(fT4(Inf))
—a(0)(P7f)l(In P:f)) — b(0)(P )l (In Pcf)
T

2 4
> / (a +2p1a — ok w) ®(s)ds
0 b d

-
+/ (v +2p23) ®,(s)ds
0

-
<+ <3/ a’yds) LP+f — < ary ds) Pt f.
0
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Théoréeme ([BB12])

Si L est symétrique et vérifie CD(p1, p2, k, 00) avec p1 > 0.

o La mesure yu est finie et I'inégalité de Poincaré suivante est
satisfaite:

2
/ 2oy — (/ fdu> < ”“’2/ F(f)dy
M M p1p2 Jm
o L'inégalité de Log-Sobolev suivante est satisfaite:

/lenf2d,u—/ fzd,uln/ f2dy
M M M

< At (/M [(F)dp + 2P2 /M rz(f)d,u,) .

P1P2 P1
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Le critére de courbure-dimension généralisé

|dée de la preuve:
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Le critére de courbure-dimension généralisé

|dée de la preuve:

+0o0
Ent,(f) = / / P.f T(In P¢f)dpdt.
0 M

Proposition (Borne du grradient de log de P;. [BG17, BB12] )

Soit f >e >0, Pourxe M, ett>0 on a:

(PF)M(In Pef) + (P:F)4(In Pf)

K+ p2
P1

<e X (Pt(fl'(ln ) + :’)2 P(fTZ(In f)))
1
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Théoréme (Approche de Wang, [BB12)])

Soit L un opérateur de diffusion symétrique par rapport a une
mesure de probabilité p et vérifiant CD(p1, p2, k, 00) avec p1 € R.
Supposons de plus

/ 00X gy (x) < +oo,
M

pour un certain \ > %, alors il existe pg > 0 tel que pour toute

fe C§e(M),

/lenfzd,u /fzduln/ f2d,u<— I'(f)d,u.
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Proposition (Inégalité de Log-Sobolev inverse [BG17, BB12])

Soit f > >0, ona
tP:f (x)I(In Pef)(x) + pztthf(x)FZ(ln P:f)(x)

2K
< (1 + o + 2p1t> [P:(f In f)(x) — Pef(x) In Pef(x)].
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Proposition (Inégalité de Log-Sobolev inverse [BG17, BB12])

Soitf >e>0,0na
tP:f (x)I(In Pef)(x) + pztthf(x)FZ(ln P:f)(x)

< (1 + i—: + 2p1t> [P:(f In f)(x) — Pef(x) In Pef(x)].

Proposition (Inégalité de Wang-Harnack)

Soitaw>1letfel>®(M),f>0t>0, x,y e M,

2k _
(PJ)”(x)gPt(fa)(y)exp( « (”“2’” t) d2<x,y>).

a—1 4t
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Le critére de courbure-dimension généralisé

Avec
/ e)\d2(xo,x)du(x) < +o0,
M

on obtient le semi-goupe est hyper-borné: il existe @ < 3
1Pefll e < CapllfllLe-

Puis des arguments de Gross.

o Meéthodes similaires pour obtenir la convergence entropique de
I'opérateur d'OU: Ay — D sur H [BBC19].

o Utilisation d'un critére sous-Riemannien pour un Laplacien
Riemannien [BB15].
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Propriété du doublement de la mesure:

Théoréme (Propriété du doublement de la mesure,[BBG14])

Si L vérifié le critére de courbure dimension généralisé avec p1 > 0
et d fini. Alors I'espace métrique mesuré (M, d, p) vérifie la
propriété globale de doublement de la mesure: il existe une
constante C; = Cy(p2, k,d) > 0 telle que pour tout x € M et tout
r>0,

u(B(x.2r)) < CLu(B(x, r)).
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Propriété du doublement de la mesure:

Mots clés:

Inégalités de type Li-Yau (Bakry-Ledoux ‘06)

Inégalités de Harnack

Estimées supérieures gaussiennes du noyau de la chaleur
Version dimensionnelle de Log-Sobolev inverse

Estimées inférieures gaussiennes du noyau de la chaleur

e Cas courbure minoré: p; > —k: [BBGM14]

o Comparaison des distances sous riemanniennes et
riemanniennes [BB13]
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Inégalité de Brascamp-Lieb

On considére une mesure de probabilité du = e~V dx sur R”.

Théoreme (Brascamp-Lieb ('76))

Si V est strictement convexe, i.e. Hess\VV > 0, alors

Var,(f) < /R (V0T (Hess V) (V). (39)
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Inégalité de Poincaré

Inégalité de Poincaré : PI()\)

)\Var#(f)g/ |Vf2du, VfeC2(M).
M

Avec L=A—-VV -V, ona
PI()\) < Spec(—L) C {0} U [\, ).
Le plus grand X\ est appelé le trou spectral et est noté A\ (u).

L'inégalité Pl descrit la convergence vers |"équilibre du semi-groupe
associé dans 2.
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Bakry-Emery criterion" Iy > pl™" ('84)

Pour L=A-VV .V,
"Iy > pl" < Hess V(x) > p, ¥x eR".

Théoréme (Bakry-Emery)

Si p > 0 alors Pl(p) est satisfaite.

Var,(f) < 1/ VF2dp
P JM

et aussi I'inégalité de Log-Sobolev:

Ent,( / |VF2du

v

Si V est seulement convexe ou n’est pas convexe, BE n'est pas
satisfait.
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Inégalités de Brascamp-Lieb généralisées

Théoréme ([ABJ18])

Soit x — A(x) € GL,(R) lisse telle que L(A~1)A est une matrice
symétrique pour tout x. Si Hess VV — L(A=Y)A > 0 pour tout
x,alors

Var,(f) < /Rd(Vf) T (HessV — L(A-1)A) 1 (VF)du.  (3.9)

4

Corollaire ([ABJ18])

Par conséquent:

A1(p) > supinf p(Hess V — LA71A)
A X
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Une preuve classique:

Formule de Weizenbock :

VLf = (L — VVV)(VF).

avec
L
L(VF) = (V).
L
Alors
thf — :{ess V(Vf)
avec QMY semi-groupe de Scrhédinger sur les gradients de

générateur : £ — HessV.
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Var,(f) =

/ (VAT VP.f dpdt

= / / (VAT Q=Y (Vr)dudt

Var,(f) = / f)T (=L + Hess V)™Y(Vf)dpu

IN

/ (VF) T Hess V7 (VF)dpu,
Rd
ol on a utilisé:

(=L + Hess V)71 < Hess V1.
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Autres entrelacements:

Lemme ([ABJ18])

AVLE = A(L — Hess V)(A~L AV)
= (La — Ma)(AVF)

LAF := LF+2AVA1VF, Mp:=A(VVV - LA A)AL,

Sous I'hypothése de symétrie, —L 5 est symétrique positif > 0
pour S = (AAT)71,
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Interprétation

Inégalités de Hardy

Proposition (Cattiaux, Guillin..)

Pour toute fonction w > 0 et tout f

/_—VLVWdeug /—Lffdu.

Ici, sous la condition de symétrie: pour tout champ de vecteurs F,

| A\

Proposition

/—L(A‘l)AF-qu < /—EF-qu.

N
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Interprétation

Comparaison des spectres of —L and —L + HessV.

Théoréme (Johnsen,Helffer)

Lj11 et (£ — HessV)y sont unitairement équivalents
(U=V(-L)").
D'ou

o(L) = {0} = o ((£ — Hess V)|v) = o ((La — Ma)jav)

et
_f 00 ((£ — Hess V)|y) > inf, HessV/(x)
)\I(L) B { g0 ((EA — MA)|AV) Z ian MA(X).
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Optimalité pour Poincaré inequality en dimension 1

En dimension dimension 1, en prenant a=! = A, H >0,

(~Lhy

My, =V"—L(a1)a= "

Théoreme (Formule de Chen et Wang [BJ14] )

En prenant a—! = gy, avec g1 le premier vecteur propre, on a
Ma = )\1.

D'ou: A1 = sup,inf, V' — L(a 1)a.

@ Formule de type Chen-Wang pour les valeurs propres d'ordre
supérieur [BJ19].
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Exemples en dimension 1 et supérieure

o Cas A = ald , — une inégalité de covariance asymétrique
[l — [ (Otto-Menz '13 , Carlen, Cordero-Erausquin et Lieb
'13, [ABJ18)).

o Side plus 0 < o < a < 3, — concentration gaussienne.

@ En dimsension > 1, — inégalités de Brascamp-Lieb d’ordre
2 (Cordero-Erausquin ‘17, [BJ17]).

o le cas des variétés riemanniennes (Baptiste Huguet).
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Exemples

Exemple 1: Inégalités de Poincaré a poids pour la
2
gaussienne. V/(x) = %:

[VF[?
1+ |x[?

Var, (7)< €(n) [ 5750

avec C(n) ~ n.

@ mesures radiales (Bobkov, [BJM16]).
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Exemple 2: une perturbation quartique de la Gaussienne

Proposition ([BJ17])

Soit V' le potentiel

2
V(x):= Z'X” +JZX X%y, x €RY

i=1

avec J > 0. Alors pour toute dimension dimension d > 1:
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Proposition ([BJ17])

Soit V' le potentiel

2
V(x):= Z'X” +JZX X%y, x €RY

i=1
avec J > 0. Alors pour toute dimension dimension d > 1:

Oy B SRl V:;_W pour tout 0 < J < %,‘
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Exemples

Exemple 2: une perturbation quartique de la Gaussienne

Proposition ([BJ17])

Soit V' le potentiel

2
V(x):= Z'X” +JZX X%y, x €RY

i=1
avec J > 0. Alors pour toute dimension dimension d > 1:

o\ > 1+V1 160 pour tout 0 < J < 16,‘
i = 1—|—\/12—16J i \/1—16J42m/1—32J e e ) £ J < &

— 32
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Etude du laplacien discret sur un graphe infini

Graphe (V, &, m),
Agf(x) = Z E(x,y) (F(x) = f(y))-
yEV yoex
Ici A > 0.
Proposition (Inégalité de Hardy [HK11, Gol14, BG15])

Soit W une fonction strictement positive sur V. Alors pour tout
fecC(V),

AW

Q(f,f)=(f,Amf)m > (f, 1 T
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Résultats

Dans [BG15]:

o des critéres géométriques pour construire de bonnes fonctions
super-harmoniques W.

@ une représentation probabiliste des fonctions
super-harmoniques.

@ amélioration des résultats de comparaison de
Keller-Lenz-Wojciechowski ‘13.

o étude de graphes faiblement radialement symétriques.
Golénia ‘14: Sur un arbre infini: Ve > 0,3k. > 0

(1—¢)(deg) — ke <A < (1+¢)(deg) + k. (4.10)

Dans [BGK15], avec des techniques isopérimétriques:
équivalence entre (4.10) et les graphes presques creux. Dans
[BGK*17], étude pour des Laplaciens magnétiques.
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Merci a tous
pour votre attention!
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F. Miinch, I. Munive, B.Qian
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