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Résumé. La théorie de Mourre est un outil puissant pour étudier
le spectre continu d’opérateurs auto-adjoints et pour développer
une théorie de la diffusion. Dans cet exposé nous proposons d’un
nouveau regard sur la théorie de Mourre en donnant une nouvelle
approche du résultat principal de la théorie : le principe d’aborp-
tion limite (PAL) obtenu à partir de l’estimation de Mourre. Nous
donnons alors une nouvelle interprétation de ce résultat. Cet ex-
posé a aussi pour but d’être une introduction à la théorie.

1. Introduction

Nous allons présenter dans cet exposé des résultats obtenu en collabo-
ration avec Thierry Jecko dans [GJ].

Dans le début des années 80, Eric Mourre développe dans [M] un
outil puissant basé sur des techniques de commutateurs pour mon-
trer le caractère purement absolument continu du spectre d’opérateurs
de Schrödinger à N -corps et pour étudier leur théorie de la diffusion
(cf. [ABG, HuS]). En particulier, dans le problème de la complétude
asymptotique, l’estimation de Mourre (cf. (1.1)) joue un rôle crutial
(cf. [DG, HuS]). Aujourd’hui, l’estimation de Mourre est un outil fon-
damental pour dans la théorie de la diffusion stationnaire d’opérateurs
auto-adjoints, voir [ABG, DG]. Elle est encore utilisée dans divers
contextes (cf. [BCHM, CGH, DJ, GGo] par exemple) et de nouveaux
développements apparaissent pour traiter des difficultés particulières
en théorie de champs (cf. [GGM1, GGM2]).

La théorie est basée sur l’utilisation de deux outils, d’un côté le
théorème du Viriel avec des conséquences sur l’étude des valeurs
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propres plongées dans le spectre continu, voir Section 2.2, et d’un autre
côté une technique d’inégalité différentielle avec pour conséquence des
estimations de résolvantes. Cette dernière technique reste cependant
assez magique et mystérieuse. Dans cet exposé, nous proposons une
nouvelle approche et interprétation de ce dernier point. Nous propo-
sons une méthode alternative basée sur l’utilisation d’un théorème du
Viriel adapté au problème. Celle-ci est une adaptation d’une stratégie
utilisée pour obtenir des estimations de résolvantes pour des opérateurs
de Schrödinger dans un régime semi-classique. Elle a été introduite par
T. Jecko dans [J1] (voir aussi [B]) et utilisée par la suite dans [CJ, J2].

On considère deux opérateurs (non-bornés) auto-adjoints H et A agis-
sant dans un Hilbert complexe H . Cet Hilbert est muni d’un produit
scalaire 〈·, ·〉, anti-linéaire par rapport à la première variable, et sa
norme associée est notée par ‖ · ‖. Nous allons étudier l’opérateur H
grâce à l’opérateur conjugué A. Les commutateurs [...[H,A], A]..., A]
jouent un rôle centrale dans la théorie. Nous dirons que H ∈ Ck(A) si
le k-ème commutateur de H avec A est bien défini et vérifie certaines
propriétés, voir Section 2.1 et Lemme 2.4.

Soit H ∈ C1(A) et I un intervalle borné de R. On dira que l’estimation
de Mourre est vraie pour H au dessus de I si il existe c > 0 et un
opérateur compact K tels que

EI(H)[H, iA]EI(H) ≥ cEI(H) +K,(1.1)

soit vérifié dans le sens des formes sur H ×H et où la mesure spectrale
de H au dessus de I est notée par EI(H). Heuristiquement, c est relié
à des propriétés de diffusions de l’opérateur H et K à la présence de
valeurs propres, au dessus de I.

L’estimation de Mourre permet de donner des informations sur les va-
leurs propres, voir section 2.2. Par exemple, on montre que les valeurs
propres de H, au dessus de I, ne peuvent pas s’accumuler et sont de
multiplicité finie. En se plaçant dans un plus petit interval ne conte-
nant pas de valeurs propres, on peut se ramener à une estimation de
Mourre stricte, où K = 0 (voir Proposition 3.1). Un but de la théorie
est alors de montrer l’estimation de résolvante suivante.

Définition 1.1. Le principe d’aborsorption limite (PAL) pour H est
valide par rapport au triplet (I, s, A), avec I un interval, s ≥ 0, si

sup
λ∈I,ε>0

‖〈A〉−s(H − λ− iε)−1〈A〉−s‖ <∞.(1.2)
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Nous discutons de diverses conséquences de ce résultat dans la Section
3.1. Nous montrons le

Théorème 1.2. Soient H ∈ C2(A), I un intervalle ouvert et s > 1/2.
Supposons vraie l’estimation de Mourre stricte suivante :

EI(H)[H, iA]EI(H) ≥ cEI(H),(1.3)

où c > 0. Alors pour tout intervalle compact I ′ ⊂ I, nous avons

sup
λ∈I′,ε>0

‖〈A〉−s(H − λ− iε)−1〈A〉−s‖ <∞.

A l’hypothèse C2(A) près, ce théorème est dû à Eric Mourre. La preuve
originelle et les améliorations de celle-ci (voir [ABG]) sont basées sur
une technique d’inégalité différentielle. Cette preuve n’est pas totale-
ment intuitive cependant et il est alors intéressant de pouvoir donner
un preuve alternative de ce phénomème dans le but de le rendre plus
compréhensible. C’est le sens de notre démarche.

Nous saisissons l’opportunité pour donner une vue générale de la
théorie en rappelant la régularité des opérateurs, section 2.1, le
théorème du Viriel et ses conséquences, section 2.2 et quelques
conséquence du PAL, section 3.1. Nous donnons aussi un exemple pra-
tique, section 5.

Les outils de notre approches sont développés en section 3.3 et la nou-
velle preuve est esquissée en section 4.

Acknowledgments : Cette recherche a été financièrement supportée
par le Postdoctoral Training Program HPRN-CT-2002-0277 de la com-
mission européene.

2. L’estimation et la théorie de Mourre

2.1. Régularité d’opérateurs. Dans cette section, nous rappelons le
concept de régularité d’ordre k d’un opérateur par rapport à un autre,
voir [ABG][section 6] pour plus de détails. Cela a pour but de donner
un donner un sens précis aux commutateurs de la théorie.

Soit A un opérateur auto-adjoint sur un Hilbert H . Pour T opérateur
borné, on dit que T ∈ Ck(A) si t 7→ eitATe−itAf est Ck pour tout
f ∈ H . Si T est aussi auto-adjoint, cela est équivalent avec le fait que
(T − z)−1 ∈ C1(A) pour un z ∈ C \R (et donc pour tous). D’une façon
générale, nous dirons que
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Définition 2.1. Un opérateur H auto-adjoint est Ck(A) si t 7→
eitA(H − z)−1e−itAf pour un z ∈ C \ R (et donc pour tous) est Ck

pour tout f ∈ H .

Cette classe de régularité nous permet de bien définir les commutateurs
d’ordre k de H avec A. Regardons d’abord le cas k = 1.

Théorème 2.2 ([ABG]). Soient A et H deux opérateurs auto-adjoints
sur un espace de Hilbert H . Les points suivants sont équivalents :

(1) H ∈ C1(A).

(2) Pour un z /∈ σ(H) (et donc pour tous), il existe c tel que

|〈Af, (H − z)−1f〉 − 〈(H − z)−1f, Af〉| ≤ c‖f‖2, ∀f ∈ D(A).

(3) a. Il existe c tel que pour tout f ∈ D(A) ∩ D(H) :

|〈Af,Hf〉 − 〈Hf,Af〉| ≤ c(‖Hf‖2 + ‖f‖2),(2.4)

b. pour un z /∈ σ(H) (et donc pour tous), l’ensemble {f ∈
D(A) | R(z)f ∈ D(A) and R(z)f ∈ D(A)} est un coeur
pour A.

Si cette propriété est vérifiée alors nous avons que

[A, (H − z)−1] = (H − z)−1[H,A](H − z)−1,(2.5)

pour z /∈ σ(H).

Le point (3.b.) nous permet de dire que D(A) ∩ D(H) est un coeur
pour H (sans lui, la fermeture de D(A)∩D(H) dans D(H), muni de la
norme du graphe de H, peut être strictement plus petite que D(H)). Le
point (3.a.) nous donne alors que le commutateur [H,A] définit bien un
opérateur appartenant à B(D(H),D(H)∗). Concernant le point (2.5),
il est à noter que dans le membre de droite est la composition des trois
opérateurs : (H − z)−1 : H → D(H), [H,A] : D(H) → D(H)∗ et
(H − z)−1 : D(H)∗ → H (de droite à gauche).

Remarque 2.3. Notons que D(H) est equipé de la norme du graphe
de H et est donc un espace de Hilbert. Il s’injecte densément dans
H . En identifiant H avec son anti-dual H ∗ par l’isomorphisme de
Riesz, nous avons D(H) ↪→ H ' H ∗ ↪→ D(H)∗. De cette façon, nous
avons une identification des formes agissant sur D(H) × D(H) avec
B(D(H),D(H)∗).

Pour résumer, si H ∈ C1(A) alors le commutateur [H,A], défini comme
forme (sesquilinéaire) sur D(H) ∩D(A)×D(H) ∩D(A) s’étend en un
opérateur de B(D(H),D(H)∗) et alors l’estimation de Mourre (1.1) a
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un sens. La propiété C1(A) reste cependant subtile et le fait que le
commutateur s’étende en un opérateur de B(D(H),D(H)∗) n’est pas
suffisant pour appliquer la théorie, voir [GGé]. Nous avons le critère
suivant.

Lemme 2.4. On suppose eitAD(H) ⊂ D(H), pour tout t ∈ R. Si
[H,A], défini au sens des formes par (2.4), s’étend en un opérateur de
B(D(H),H ) alors H est C1(A).

L’intérêt de ce lemme est de donner une classe d’opérateurs de Ck(A)
pour tout k ∈ N. En effet, si [H,A] est Ck(A) alorsH est Ck+1(A). Cette
façon de procéder est la plus utilisée car la plus simple mais est loin
d’être la plus fine. Dans beaucoup de cas pratiques, eitA est explicite
et il est facile de vérifier l’hypothèse d’invariance du domaine. Dans les
autres cas, on peut vérifier cette hypothèse avec le résultat de [GGé] :

Lemme 2.5. Si H ∈ C1(A) et si [H,A], défini au sens des formes par
2.4, s’étend en un opérateur de B(D(H),H ) alors eitAD(H) ⊂ D(H),
pour tout t ∈ R.

2.2. Le théorème du Viriel et ses conséquences. Dans cette sec-
tion nous rappelons le théorème du Viriel et ses conséquences directes.
Pour plus de discussions à ce sujet voir [GGé].

Proposition 2.6 (Théorème du Viriel). Soit H ∈ C1(A) et soit
f un vecteur propre de H alors [H,A] s’étend en un élément de
B(D(H),D(H)∗) et 〈f, [H,A]f〉 = 0.

Soit λ la valeur propre associée à f . Notons que ce lemme est formel-
lement vrai si on écrit que le commutateur vaut [H − λ,A] et que l’on
développe le commutateur. Le problème est que f /∈ D(A) et donc cette
démarche reste formelle. Nous répetons la preuve de [ABG].

Démonstration. Soit Aτ := (iτ)−1(eitA − I) pour τ 6= 0. Nous avons
que limτ→0[Aτ , (H − z)−1] = [A, (H − z)−1] fortement, pour z /∈ σ(H).
On a f = (λ− i)(H − i)−1f . On utilise alors (2.5) et on a :

〈f, [H,A]f〉 = −(λ+ i)2〈f, [(H + i)−1, A]f〉
= −(λ+ i)2 lim

τ→0
(〈f, Aτ (H + i)−1f〉 − 〈(H + i)−1f, Aτf〉).

Pour τ 6= 0, le dernier terme est 0. ¤
Proposition 2.7. On Suppose H ∈ C1(A) et l’estimation de Mourre
stricte (1.3) vérifée. Alors, H n’a pas de valeurs propres dans I.
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Démonstration. Soit f tel que Hf = λf avec λ ∈ I. On applique (1.3)
à f et on obtient 〈f, [H, iA]f〉 ≥ c‖f‖2. Par la Proposition 2.6 et comme
c > 0, on obtient que f = 0. ¤
Proposition 2.8. On Suppose H ∈ C1(A) et que l’estimation de
Mourre (1.1) est vérifée sur I. Alors, les valeurs propres de H, dans
I, sont de multiplicité finie et elles ne peuvent pas s’accumuler.

Démonstration. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions propres orthonor-
malisées de H d’énergie inclus dans I. On applique (1.1) à fn :
〈fn, [H, iA]fn〉 ≥ c‖fn‖2 + 〈fn, Kfn〉 et donc par la Proposition 2.6,
on a 0 ≥ c + 〈fn, Kfn〉, pour tout n ∈ N. Maintenant comme fn tend
faiblement vers 0, Kfn tend fortement vers 0 et donc 〈fn, Kfn〉 tend
vers 0. Contradiction. ¤

3. Le principe d’absorption limite

3.1. Quelques conséquences. Plaçons-nous dans le contexte de la
Définition 1.1. Remarquons tout d’abord que le PAL pour H est valide
par rapport à (I, 0, A) si et seulement si I n’est pas inclus dans le
spectre de H. Ensuite, étant donnés s′ > s ≥ 0, notons que si un
PAL est vrai pour un triplet (I, s, A) alors il l’est aussi pour le triplet
(I, s′, A).

Une conséquence immédiate du PAL pour un opérateur H, par rapport
à un triplet (I, s, A) avec s ≥ 0, est que le spectre de H est purement
absolument continu par rapport à la mesure de Lebesgue. En particu-
lier, au dessus de I, H n’a pas de valeurs propres et la mesure spectrale
de H ne possède pas de spectre singulier continu par rapport à la me-
sure de Lebesgue.

Une conséquence plus intéressante du PAL est l’estimation de propaga-
tion suivante (cf. Kato’s local smoothness dans [ABG, RS4]). Il existe
C > 0 tel que pour tout f ∈ H ,∫ ∞

−∞
‖〈A〉−seitHEI(H)f‖2dt ≤ C‖f‖2.(3.6)

Pour EI(H)f 6= 0, l’état eitHEI(H)f , solution de l’équation de
Schrödinger associée à l’opérateur H, se dirige vers une région où
“|A| est grand” quand t → −∞ et t → +∞, puisque l’intégrale
converge. Si Hf = λf avec λ ∈ I et f 6= 0, alors eitHEI(H)f = eitλf ,
‖〈A〉−seitHEI(H)f‖ = ‖〈A〉−sf‖, et l’intégrale (3.6) diverge. En parti-
culier, le PAL ne peut pas être vrai près d’une valeur propre.
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3.2. La théorie de Mourre et le principe d’absorption limite.
Comme nous venons de voir, le PAL entraine en particulier une absence
de valeur propre. Au vu des Propositions 2.7 et 2.8, il faut pouvoir
passer d’une estimation de Mourre (1.1) à une estimation de Mourre
sticte (1.3) pour éviter les valeurs propres.

Proposition 3.1. Supposons que H ∈ C1(A) et que l’estimation de
Mourre (1.1) est vérifiée sur I avec c > 0 et K compact. Soit λ ∈ I
qui n’est pas une valeur propre de H. Alors il existe un voisinage I ′ de
λ dans I tel que l’estimation de Mourre stricte (1.3) soit vérifée avec
c/2 au lieu de c.

Démonstration. Soit In = I ∩ [λ− 1/n, λ+1/n]. On applique l’estima-
tion de Mourre :

EIn(H)[H, iA]EIn(H) ≥ cEIn(H) + EIn(H)KEIn(H).

Par la Proposition 2.8, comme In ne contient pas de valeur
propre pour n assez grand, EIn(H) tend fortement vers 0 et donc
l’opérateur EIn(H)KEIn(H) tend en norme vers 0. Ainsi, on obtient :
EIn(H)[H, iA]EIn(H) ≥ c/2EIn(H), pour n assez grand. ¤
Il est maintenant raisonnable de prendre comme hypothèse une esti-
mation de Mourre stricte et le Théorème 1.2 prend alors tout son sens.

3.3. Suites spéciales. Dans cette section, nous introduisons notre ou-
til principal pour étudier le PAL. Nous procédons comme dans [J1] et
nous utilisons la terminologie de [J1].

Définition 3.2. Une suite spéciale (fn, zn)n pour H associée au triplet
(I, s, A), comme dans (1.2), est une suite (fn, zn)n ∈ (D(H)×C)N telle
que, pour certain λ ∈ I et η ≥ 0, I 3 Re(zn) → λ, 0 6= Im(zn) → 0,
‖〈A〉−sfn‖ → η, (H − zn)fn ∈ D(〈A〉s), et ‖〈A〉s(H − zn)fn‖ → 0. La
limite η est appelée la masse de la suite spéciale.

Nous donnons le lien entre cette notion et celle du PAL.

Proposition 3.3. Etant donné s ≥ 0 et un interval compact I, le
PAL pour H par rapport au triplet (I, s, A) est faux si et seulement si
il existe une suite spéciale (fn, zn)n pour H associée au triplet (I, s, A)
avec une masse strictement positive.

Démonstration (cf. [GJ]). Supposons que le PAL est faux. Il existe
alors une suite (kn)n de réels positifs, tendant vers l’infini, une suite
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(gn)n d’éléments non-nuls de H et une suite (zn)n de nombres com-
plexes tels que Re(zn) ∈ I, 0 6= Im(zn) → 0, et

∥∥〈A〉−s(H − zn)−1〈A〉−sgn

∥∥ = kn ‖gn‖ = 1.

On pose fn := (H − zn)−1〈A〉−sgn, fn ∈ D(H), (H − zn)fn ∈ D(〈A〉s).
On obtient

∥∥〈A〉−sfn

∥∥ = 1 et ‖〈A〉s(H − zn)fn‖ = 1/kn → 0. Quite à
extraire une sous-suite, nous pouvons supposer que Re(zn) → λ ∈ I.

Supposons maintenant que le PAL est vrai. On considère (fn, zn)n, une
suite spéciale pour H associée au triplet (I, s, A). Par (1.2), il existe
c > 0 tel que

∥∥〈A〉−sfn

∥∥ ≤ c‖〈A〉s(H − zn)fn‖. Ainsi, η = 0. ¤
Nous donnons maintenant un théorème du Viriel adapté aux suites
spéciales. Cette proposition est le coeur de notre approche.

Proposition 3.4. Soit (fn, zn)n une suite spéciale pour un opérateur
borné, auto-adjoint Hb associé au triplet (I, s, A), comme dans (1.2)
avec s ≥ 0. Pour toute fonction bornée borélienne φ,

lim
n→∞

〈fn, [Hb, φ(A)]fn〉 = 0.

Démonstration (cf. [GJ]). Puisque [Hb, φ(A)] = [Hb − zn, φ(A)], on a

〈fn, [Hb, φ(A)]fn〉 = 2iIm(zn)〈fn, φ(A)fn〉
+〈(Hb − zn)fn, φ(A)fn〉+ 〈φ(A)∗fn, (Hb − zn)fn〉.

Par définition, il existe C > 0 tel que

|〈(Hb − zn)fn, φ(A)fn〉| ≤ |〈〈A〉s(Hb − zn)fn, 〈A〉−sφ(A)fn〉|
≤ C‖φ(A)‖ · ‖〈A〉s(Hb − zn)fn‖| →

n→∞
0.

De la même façon, lim〈φ(A)∗fn, (Hb− zn)fn〉 = 0. Puis, par définition,

Im(zn) · ‖fn‖2 = Im〈fn, (Hb − zn)fn〉
= Im〈〈A〉−sfn, 〈A〉s(Hb − zn)fn〉 →

n→∞
0.

Enfin, puisque |Im(zn)〈fn, φ(A)fn〉| ≤ |Im(zn)| · ‖fn‖2 · ‖φ(A)‖, le
résultat suit. ¤

4. Une nouvelle approche pour de la théorie de Mourre.

4.1. Localisation en énergie. Comme le PAL et l’estimation de
Mourre donnent une information locale en énérgie, il est naturel de
localiser l’opérateur étudié en énergie. Cette approche a été en premier
utilisée dans [S]. On rappelle alors :
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Proposition 4.1. Soit ϕ ∈ C∞c (R). Si H ∈ Ck(A) pour un certain
k ∈ N alors ϕ(H) ∈ Ck(A).

Soit τ ∈ C∞c (R) tel que τ(x) = 1 pour x ∈ I. On définit Hτ := Hτ(H).
Notons que Hτ est aussi régulier que H par rapport à A. Nous donnons
maintenant une estimation de Mourre réduite.

Lemme 4.2. Soit I un intervalle ouvert et borné. Supposons que H ∈
C1(A) et que l’estimation de Mourre (1.3) est valide sur I. Alors, Hτ ∈
C1(A) et

EI(H)[Hτ , iA]EI(H) ≥ cEI(H) +K.(4.7)

Démonstration (cf. [GJ]). Par la Proposition 4.1, Hτ ∈ C1(A). Pour
f ∈ D(AEI(H)),

〈HEI(H)f, iAEI(H)f〉 − 〈iAEI(H)f,HEI(H)f〉 ≥
c‖EI(H)f‖2 + 〈f,Kf〉.

Maintenant, on utilise le fait que HEI(H) = Hτ(H)EI(H). Final-
lement, D(AEI(H)) est dense dans H parce que EI(H)A est un
opérateur fermé à domaine dense. ¤

Remarque 4.3. En général, il n’est pas raisonnable d’espérer un “vraie”
estimation de Mourre pour Hτ de la forme :

ϕ(Hτ )[Hτ , iA]ϕ(Hτ ) ≥ cϕ2(Hτ ) +K,

pour une certaine fonction ϕ. En effet, puisque 0 ∈ supp(EI), il n’existe
pas de fonctions ϕ telle que ϕ(tτ(t)) = EI(t) pour tout t ∈ R.

Le résultat suivant est le coeur de la preuve, nous en donnons une
esquisse dans la prochaine section. Nous renvoyons à [GJ] pour la
démonstration complète.

Théorème 4.4. Soient s > 1/2 et I un intervalle ouvert. Supposons
que ϕ(H) ∈ C2(A), pour tout ϕ ∈ C∞c (R) à support dans un voisinage
compact V de I. On suppose aussi l’estimation de Mourre réduite (4.7)
au dessus de I avec τ à support dans V. Alors pour tout I ′ ⊂ I fermé,
nous avons un PAL pour Hτ associé au triplet (I ′, s, A).

Pour obtenir le Théorème 1.2, il suffit de déduire un PAL pour H.

Lemme 4.5. Sous les hypothèses du Théorème 4.4, nous avons, pour
tout I ′ ⊂ I fermé, un PAL pour H associé au triplet (I ′, s, A).
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Démonstration (cf. [GJ]). Il suffit de supposer que s < 1. Soit (fn, zn)n

une suite spéciale pour H associée au triplet (I ′, s, A) de masse η. Soit

θ ∈ C∞c (R) à support dans I tel que θ(t) = 1 pour t ∈ I ′. Soit θ̃ = 1−θ.
On a t 7→ θ̃(t)/(t − zn) uniformément borné en n et ‖θ̃(H)fn‖ ≤
‖θ̃(H)(H−zn)−1〈A〉−s‖ ·‖〈A〉s(H−zn)fn‖ donc ‖θ̃(H)fn‖ tend vers 0.

Puisque s ≥ 0, ‖〈A〉−sθ̃(H)fn‖ → 0 et donc ‖〈A〉−sθ(H)fn‖ → η. Enfin
comme θ(H) ∈ C1(A) et s < 1, on peut montrer que ‖〈A〉sθ(H)〈A〉−s‖
est borné. Finalement, par construction de θ,

‖〈A〉s(Hτ − zn)θ(H)fn‖ ≤ ‖〈A〉sθ(H)〈A〉−s‖ · ‖〈A〉s(H − zn)fn‖
tend vers 0. Donc (θ(H)fn, zn)n est une suite spéciale pour Hτ de masse
η. Par Théorème 4.4 et par la Proposition 3.3 appliquée à Hτ , η est nul
et donc par la Propostion 3.3 appliquée à H, le PAL pour H associé
au triplet (I ′, s, A) est vrai. ¤

4.2. Esquisse de preuve du Théorème 4.4. Il suffit de montrer
ce résultat pour s proche de 1/2. Soit (fn, zn)n une suite spéciale de
masse η pour Hτ associée au triplet (I, s, A). D’après la Proposition
3.3 il suffit de montrer que η est nul pour obtenir le PAL.

Soit χ ∈ C∞c (R) tel que

χ = 1 on [−1, 1] and χ = 0 on R \ [−2, 2].(4.8)

Pour R > 1, on pose χR(x) = χ(x/R) pour tout x ∈ R et χ̃R = 1−χR.

On sépare le problème en localisant à petite et grande énergie pour A.
On montre que

η = lim
n→∞

‖〈A〉−sfn‖
≤ lim sup

n→∞
(‖χ̃R(A)〈A〉−sfn‖+ ‖χR(A)〈A〉−sfn‖)

≤ lim sup
n→∞

(‖χ̃R(A)〈A〉−sfn‖+ ‖χR(A)fn‖) = O(Rα).

pour un certain α < 0. Il suffit alors de faire tendre R vers l’infini pour
obtenir que η = 0.

Nous donnons maintenant un heuristique de la preuve de
lim supn→∞ (‖χ̃R(A)〈A〉−sfn‖ = O(Rα). Il est basé sur l’utilisation de
notre Viriel. Cette preuve rappelle aussi les approches utilisées dans les
Propositions 2.7 et 2.8.

On part donc de l’estimation de Mourre réduite (4.7). On l’applique
à 〈A〉−sχ

R(A)fn. Par des estimations de commutateurs, basées sur le
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formule d’Helffer-Sjöstrand (cf. [HeS]), nous obtenons :

〈〈A〉−sχ
R(A)fn, [Hτ , iA]〈A〉−sχ

R(A)fn〉 ≥ c‖〈A〉−sχ
R(A)fn‖2 +R1,

〈χR(A)fn, [Hτ , iA〈A〉−2s]χR(A)fn〉 ≥ c‖〈A〉−sχ
R(A)fn‖2 +R2,

〈fn, [Hτ , iφR(A)]fn〉 ≥ c‖〈A〉−sχ
R(A)fn‖2 +R3,

où R1, R2 et R3 sont des restes en n et R et φR := t 7→ t〈t〉−2sχ
R(t).

Comme s > 1/2, φr est bornée et on peut alors utiliser la Proposition
3.4. On obtient alors que ‖〈A〉−sχ

R(A)fn‖2 est du même ordre que R3.
La difficulté de la preuve vient du fait qu’il n’est pas évident que R3

soit mieux qu’un O(1). Ce problème est relié au fait que les troncatures
en énergie en A soient rentrées dans le commutateurs.

Le reste R2 est cependant très contrôlable et nous donnons alors une
fonction bornée ψR telle que :

〈fn, [Hτ , iψR(A)]fn〉 ≥ 〈χR(A)fn, [Hτ , iA〈A〉−2s]χR(A)fn〉+R′2,

avec R′2 etant un reste contrôlable. Il suffit alors d’utiliser le Viriel pour
montrer la borne requise.

Une fois cette borne obtenue. On repart de l’estimation de Mourre
réduite et on l’applique à χR(A)fn. Nous utilisons alors un argument
de Viriel pour estimer la taille de lim supn→∞ ‖χR(A)fn‖.

4.3. Remarques et perspectives. Tout d’abord, il est intéressant de
comparer les deux théorèmes du Viriel. On voit alors que dans notre
approche, le Lemme 3.4 utilisé avec des suites spéciales joue un rôle
similaire à celui de la Proposition 2.6 utilisé avec des fonctions propres.
Cela nous donne alors une nouvelle interprétation de la preuve du PAL
obtenu par l’estimation de Mourre. Cela donne aussi une preuve alter-
native à la preuve classique obtenue par inégalité différentielle.

Ensuite, il est à noter que le Théorème 4.4 est sensiblement plus fort
que le Théorème 1.2 car il permet de faire marcher la théorie seulement
sous un hypothèse de régularité locale, voir aussi [S]. Il est à noter que
les Propositions 2.7, 2.8 et 3.1 sont vraies aussi sous des hypothèses de
régularité locale, voir [S].

D’un point de vu de l’optimalité, notre méthode est jeune et elle n’at-
teint pas encore le niveau de sophistication actuelle. Par exemple, la
classe optimale de H par rapport à A est connue et est bien meilleure
que celle de C2(A), cf. [ABG]. En plus, beaucoup de conséquences de
la théorie ne sont pas encore redémontrées par cette méthode. Par
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exemple, l’existence de la valeur au bord de la résolvante n’est encore
pas claire par cette approche.

Dans la section 3.1, il est mentionné que le PAL implique l’absence
de valeurs propres. Comme pour pouvoir montrer un PAL, nous nous
situons dans une région où il n’y a pas de valeurs propres une question
se pose. Soit P le projecteur associé au spectre ponctuel de H. Est-
il possible de montrer un PAL dans (PH )⊥, c’est à dire à un niveau
d’énergie partagé par une valeur propre ? Pour y arriver, il faut changer
la notion de PAL. Pour s ≥ 0, on dit le PAL réduit pour H, associé au
triplet (I, s, A), est vrai si

(4.9) sup
Rez∈I,Imz 6=0

‖〈A〉−s(H − z)−1P⊥〈A〉−s‖ <∞.

Nous montrons alors que

Théorème 4.6. Soit H ∈ C2(A), I un intervalle ouvert borné et soit
s > 1/2. Supposons que l’estimation de Mourre (1.1) soit vraie sur I.
Supposons aussi que l’image de PEI soit incluse dans le domaine de
A2. Alors, pour tout intervalle fermé I ′ inclus dans l’intérieur de I, le
PAL réduit pour H (4.9), associé au triplet (I ′, s, A) est vrai.

Nous étendons alors un résultat apparaissant dans [CGH]. Dans [GJ],
nous donnons deux preuves de ce résultat, une basée sur une technique
de Feshbach et une basée sur l’utilisation des suites spéciales.

5. Exemple pratique

Dans un souci de complétude, nous traitons l’exemple 0 de la théorie.
Soit H = L2(R), P = −i∂x et Q l’opérateur de multiplication par
x. Nous souhaitons étudier H = P 2 + V , où V est un opérateur de
multiplication par un fonction V lisse bornée. Le domaine de H est
l’espace de Sobolev H 2.

Soit A = (PQ +QP )/2, le générateur des dilatations. Nous avons, en
effet, (eitAf)(x) = et/2f(etx), pour tout t, x ∈ R. On a directement que
eitAD(H) ⊂ D(H), pour tout t ∈ R.

On remarque que [P 2, iA] = P 2, au sens de formes. Le Lemme 2.4 nous
dis alors que P 2 ∈ C∞(A). En plus, comme le spectre de P 2 est [0,∞)
alors nous avons pour tout I fermé inclus dans (0,∞) et c = inf I > 0 :

EI(P 2)[P 2, iA]EI(P 2) ≥ cEI(P 2).(5.10)
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On suppose maintenant que V tend vers 0 à l’infini, par Rellich-
Kondrakov, cela implique que V (P 2 + i)−1 est un opérateur compact.
En écrivant la différence des résolvantes de H et P 2 et en utilisant
Stone-Wierstass, nous avons alors que

θ(H)− θ(P 2) est un opérateur compact pour tout θ ∈ C0(R).(5.11)

Par le critère de Weyl, le spectre essentiel de H est alors [0,∞). Sup-
posons maintenant que V ′ = [V, iA] tend aussi vers 0 à l’infini. Cela
implique que H ∈ C1(A) et aussi que V ′θ(P 2) est compact.

Maintenant, par un argument d’approximation, on remarque que (1.1)
est vrai si et seulement si

θ(H)[H, iA]θ(H) ≥ cθ2(H) +K,(5.12)

est vrai pour tout θ ∈ C∞c (I). Ensuite par, (5.10), (5.11) et le fait
que V ′θ(P 2) soit compact, nous avons (1.1) avec le même I et c. Nous
pouvons alors utiliser les Propositions 2.7 et 2.8.

Pour utiliser maintenant le Théorème 1.2, il suffit de supposer que V ′′

est borné pour valider l’hypothèse H ∈ C2(A). Ceci n’est bien sûr un
résultat taillé dans la roche. Par exemple pour la classe C2(A), on peut
montrer qu’il suffit que V soit continue, borné et V = O(x−2) à l’infini.
Concernant des résultats plus fins obtenus avec la classe C2(A), il suffit
de supposer que V = O(x−1−ε), où ε > 0, pour pouvoir atteindre un
PAL grâce à cette théorie.
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