DS 1 - Analyse — MEEF

S.Golénia le 26 octobre 2017

Durée 3H.

Cours : Soit (uy)nen a valeurs réelles. Traduiser les assertions suivantes grace a des quantifi-
cateurs.

1) (un)nen converge vers [ € R,
2) (un)nen Ne converge pas,

3) (un)nen tend vers 400,

4) (uy)nen est de Cauchy.

Exercice 1 : Montrer |'existence et calculer les limites des suites suivantes :

1) lim vn—+vn+1,

n——+o00

. In(n)
2 Im s

3) lim In(1+n?) —In(n® —4),

n——+o00

5 lirf cos(nl%—n.
n—+oo n

Exercice 2 : Calculer les sommes suivantes :

253

1) > (Bk+1),

k=106
253

2) Z (3k+2k+3>,

k=106
253

2) Z k3*. On pourra d'abord calculer 7, _, 2% et la dériver.

k=106
Exercice 3 : Soit la suite (u,)nen définie par w, o + 3upy — 4u, = 0 avec uy = 1 et
uy = 0. Donner |'expression de u,, pour tout n € N.



Exercice 4 : Soit la suite (uy)nen définie par uy = 1 et la relation u,1 = f(u,) avec

_x—i—?)

f(z) = P

1) Faire une étude des variations de la fonction f sur |0, oco].

2) Calculer u; et us.

3) Montrer que u,, € B, g] pour tout n € N.

4) Montrer que la suite (ug,)nen est croissante et que la suite (u2,41)nen €st décroissante.
5) Montrer que les suites (u2y,)nen €t (U2n11)nen cOnvergent.

6) Résoudre (f o f)(x) = = pour x > 0.

7) Déduire que la suite (u,),en converge.

8) Montrer que |f'(x)| < a pour tout x > uy, ol a := 0, 96.

9) Montrer que |ty 1 — Un| < alu, — u,—1| pour tout n > 3.

10) Montrer que 5 < an”? | |
ue |= —u,| < Us — Us|.
q 5 1—a 3 2
3 ~10
11) Donner n tel que 3 u,| < 107,

Exercice 5 : On suppose que lim,, ., cos(n) existe et vaut .

1) En utilisant

1 2
cosQ(x) = 1+ cos(ar) CZS( a:)’

démontrer que [ € {—1/2,1}.
2) En utilisant
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),

avec a = n et b € {—1,1}. Trouver une contradiction et déduire que la suite (cos(n)),en n'a
pas de limite.



