ANALYSE FONCTIONNELLE  Corrigé du DS 1 Bernhard Haak, El Maati Ouhabaz

Exercice 1 1- Il est clair que d(x,y) = d(y, x) et que d(x,y) > 0 pour tout z,y € E.
De plus, d(z,y) = 0 si, et seulement si z = y. Il reste a démontrer I'inégalité triangulaire.
Soient x,y,z € E.

22 e — | < 22 (20 = zal + 120 — pal) = d(,2) + d(z, ).
2- On a
d(T({L‘),T(y)) = 22_n|xn—1 - yn—1| = %22_n|wn - yn| = %d(x,y),
n=1 n=0

c’est a dire, T est une application strictement contractive. Si x etait un point fixe, on
aurait T'r = x ce qui entraine xog = 1 et z,, = x,,_; pour tout n € N*, autrement dit, on
aurait forcément = = (1,1,1,...). Or cet élément n’appartient pas a E, T ne peut pas
admettre un point fixe.

3- Le théoreme du point fixe dit que toute application strictement contractive sur un
espace complet admet un point fixe. T" est une contraction stricte sans point fixe, donc
FE ne peut pas étre complet.

On peut aussi remarquer que la suite (x,) définie par (z,)r = 1 pour k = 0,...,n et
nulle a partir du rang n+1 est une suite de Cauchy dans E qui ne peut pas converger
parce que le seul candidat pour la limite z = (1,1, 1,...) n’appartient pas a F.

Exercice 2 Soient p,q € (1,00) et p', ¢ les exponenets duals tels que ]13 + z% =1

et é + ? = 1. L’opérateur 1" est clairement linéaire. Par les inégalités triangulaire et de
Holder on a

o= (SfS ] )
(&3 )
(S(Er) (Ser)')

=3[t ] Il = Ml s

On en déduit que T envoie bien 7 dans ¢? et est continue. Sa norme est au plus M.

Exercice 3 1- Siz = (z,) € co, la suite (z,) est borné et donc la somme qui définit
(T'z) converge pour tour k € N. En plus on a

(o]
sup’ (Tz) zsup E apT;
keEN keN| 155

o0 o0
< sup Z!Clkﬂ?l’ < sup Z|akl‘ sup |z,| = M|z .
keN 1= keN 125 neN



2- Soit e, = (0nk)p,. Par la définition de 7" on a (T'e,), = ag,. Par hypothese on a

klim ag, = 0 pour tout n, c’est a dire T'e,, € ¢ pour tout n. Soit x = (z,,) € cp. On a
—00

N N
T = T(Z Tpen) = Z z,T(en)
n=0 n=0

pour un certain N € N. De T'(e,,) € ¢y pour tout n on déduit Tz € ¢.
3- Siz = (z,) € ¢, on pose y, = (zg,...,%,,0,0,...). Clairement ||z — y,| =
SUDjsy, |Zk]- Or © € ¢, cette norme tend vers zéro avec n vers infini. On a trouvé
une suite de cgg qui approche x dans la norme de cy. Donc ¢y est dense dans cg.
4- On a déja démontré que T : ¢y — £ est borné. Il suffit de voir que T'(cy) C cp.
Soit donc x € ¢y quelconque et (y,) une suite de cyp qui approche z. Par continuité de
T:coy— £ ona

Tx =T(lim y,) = nh_)n;o T(yy,).

n—oo

Comme T'(y,,) € co (voir question no 2-) et ¢g est une sous-espace fermé (etant complet)
on obtient Tz € c.
Montrons que

oo
T = =M.
Al igg;’akl‘

On a déja vu “<”, démontrons l'autre inégalité: Soit € > 0. Il existe donc un k. € N tel

que
oo
Z|ak€l > M — 6/2.
1=0
. .. Tl
Ensuite on choisit un N € N tel que ZZ>N|akel < /. Posons z; = Ia:JI si ag,; # 0 et

[ < N et x; = 0 sinon. On a donc

N T N [e's)
T(z) =Y === lara| 2> laral = b > M —e.
n=0 ’akel n=0 n=0

Ceci étant possible pour tout € > 0 on conclut ||T]| = M.

5- On a ap = (S(e))g- Or S € L(cy) et e, € ¢o pour tout [ on a S(e;) € ¢y ce qui
équivaut a limy_,o ax; = 0 pour tout [ € N.

6- L’application vy, : ¢ — C défini par ¢, : (x,,) — x4 est clairement linéaire et continue
avec ||| = 1 (Pinégalité “<”est immédiat, pour “>" on observe que ¥y(e;) = 1). Par
conséquent, ¢, = 1 0 S est linéaire et continue et satisfait ||k < ||kl S| = |S|-
7- Or ¢, € (co) = (' il existe pour tout k un élement ay = (ay)2, € ¢* tel que
er(@) = 327 amzr. Or [lok]l = [[(ar)ifler, on a

o
sup Y _ Jaw| = sup [[(ax)illo = sup [or]] < S]]
k20 =7 k>0 k>0



