ANALYSE FONCTIONNELLE DS 1 Bernhard Haak, El Maati Ouhabaz

Exercice 1 On considere l'espace E = ¢ de suites réels convergeants a zero muni
de la métrique

d(z,y) = Z 27"z — yy| ol z = (Tn)pzy €t Y = (Yn)piy-
n=1

On definit Uopérateur T': F — FE par Tx = (1,1, 22,23, ...). 1- Démontrer que T est
une contraction stricte sur £ qui ne possede pas de point fixe.
2- Est-ce que E est un espace complet?

Exercice 2 Soient (X, d) et (Y, e) deux espaces métriques et f : X — Y une appli-
cation.

1- Démontrer que 'image directe d’une suite de Cauchy (x,) € X est une suite de
Cauchy en Y si f est equicontinue.

2- On suppose f equicontinue et bijectiv. Démontrer que si f~! est continue et si Y est
complet, alors X est complet.

Rappel: une fonction est dite equicontinue si pour tout € > 0 il existe un 0 > 0 tel que
d(x,y) < 0 entraine e(f(z), f(y)) < ¢; le § ne dépend donc que de € et pas de x ou y.

Exercice 3 Soient p,q € (1,00) et p/, ¢ les exponenets duals tels que 110 + z% =1et

é + i = 1. Soit (a)ken une suite de complexes telle que

o0

5[l

k=1

o

p/] =M < 0.

o0
Démontrer que T : (P — (9 definie par (Tx) = Z apx; est un opérateur borné.
=1

ALTERNATIVE:
Exercice 4 Soit (ag)kien une suite de complexes telle que

o0
supz lag| < oo et lim ai; =0 pour tout [ > 1.
k>1 =5 k—o0

o0
Pour z € ¢y on pose (T'z) = E T
=1

1- Montrer que T : ¢y — ls est un opérateur borné.
2- Montrer que T'(cqo) C co-
3- Conclure que T' € L(cy) et calculer la norme.



Soit S € L(cp) donnée. Pour la base standard e,, = (6,x)72; ou ¢ signifie le symbole de
Kronecker on pose ag = (S(e;)).-
4- Montrer que klim ap; = 0 pour tout [ > 1.

5- Montrer que ¢y : ¢g — C, pi(z) = (Sx) est un fonctionnel linéaire, uniformément

o0
borné en k£ > 1. Conclure que sup Z lag| < oo.
=



