Chapitre 3

Suites de fonctions - Intégrales

La notion de convergence d'une suite de fonctions est une notion topologique et peut donc
prendre des significations différentes selon la topologie considérée. Dans tout ce chapitre,
nous considererons la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Il est bien
connu que la limite uniforme d’une suite réelle de fonctions continues est continue mais
que ce résultat est faux pour des fonction dérivables. Nous allons voir que 1’holomorphie
(dérivabilité complexe) est une notion plus rigide que la dérivabilité réelle : elle est conservée
par passage a la limite (pour la topologie de la convergence uniforme).

I. Suites de fonctions

La convergence uniforme sur tout compact est définie de la facon suivante : si D est
un ouvert de C, f et (f,), des fonctions définie sur D, on dit que (f,), converge vers f
uniformément sur tout compact de D si pour tout compact K de D on a :

sup |fn(z) - f(Z)| —n—oo 0.
zeK

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’une fonction continue est holomorphe dans
un ouvert D de C si elle vérifie la formule de Cauchy sur tout disque inclus dans D. Nous
pouvons en tirer la conséquence suivante :

Théoréme 1. Soit (f,), une suite de fonctions holomorphes sur un ouwvert D de C, con-
vergeant uniformément sur tout compact de D vers une fonction f. Alors :

(i) f est holomorphe sur D

(17) pour tout entier naturel p, ,ﬁf’) — ) uniformément sur tout compact de D.

Démonstration : L’application f est continue sur D comme limite uniforme de fonctions
continues. Il suffit donc de montrer que f vérifie la formule de Cauchy sur tout disque inclus
dans D. Soit D(a,r) un tel disque. Pour tout z dans D(a,r) et tout entier naturel n on a :

! £(0)
Fu(2) = 5 /b I
1



La suite de fonctions (( — Q”T(?) converge uniformément sur bD(a,r) vers la fonction
n

f(©)

z — —>% et donc :

lim Q /
=0 JbvD(a,r) C (a,r) S

ce qui montre la partie ().

(77) Pour montrer que ( g ))n converge vers ), donnons-nous un compact K inclus dans
D et étudions la différence f,, — f. D’apres les inégalités de Cauchy (voir chapitre précédent),
nous avons une estimation de la dérivée p-ieme de cette fonction au centre de tout disque
inclus dans D, en fonction des valeurs au bord de cette fonction. Si r = dist(K,bD) (cette
distance est strictement positive), posons K’ = {z € C : dist(z,K) < §}. L'ensemble K’
est un compact inclus dans D tel que K soit inclus dans I'intérieur de K’. Si z est un point

quelconque de K, le disque D(z, %) est inclus dans K’ et, d’apres les inégalités de Cauchy
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on a: |

2Ppl
=P < =2 sup | fu— f|
™ Dlr/2)
2Pp!
< _psup|fn_f|'
T K’
La suite (f,), tendant vers f uniformément sur K’, on obtient le résultat voulu. |

Le théoreme 1 s’applique aux séries de fonctions :

Corollaire 1. Soit (f,), une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert D de C. On
suppose que la série Y f, converge uniformément sur tout compact de D. Alors la fonction
F définie sur D par F(z) =" fu(2) est holomorphe sur D et :

VpeN, Vze D, F(p) pr
n=0

Ce corollaire établit que pour une série uniformément convergente de fonctions holomor-
phes, on peut “dériver sous le signe somme”.

Démonstration : Pour tout entier n la fonction F définie par F,(z) = D> ;_, fr(2) est
holomorphe sur D, de dérivée p-ieme F\¥ = 10 fk . Par hypothese la suite (F},),, converge
uniformément vers F' sur tout compact de D : on peut appliquer le théoreme 1. ]
Exemples :

1. Sila série Y a,2" a un rayon de convergence R > 0, elle définit une fonction holomorphe
sur D(0, R) comme limite uniforme sur tout compact inclus dans D(0, R) de la suite de
fonctions holomorphes (3"7_; arz"),.

2. La série > n~* définit une fonction holomorphe sur £ = {z € C : Rez > 1}.

Considérons en effet la suite de polynémes (P,), définie par P,(z) =3 ,_,n *. Si K est

un compact quelconque inclus dans F, il existe un réel a > 1 tel que inf,cx Rez > a. Le

reste Y, n~* tend vers 0 quand n tend vers I'infini. L’inégalité ‘n_z} < n~ % vraie sur
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K entraine que la suite (P,), converge vers >0 n™*, uniformément sur K. Le théoréme 1
permet de conclure.

Nous pouvons appliquer ce qui précede a I’étude des produits infinis de fonctions holomor-
phes.

Définition 1. Soit (a,), une suite de nombres complezes. On dit que le produit infini [ [ a,
converge si la suite (P, = [[,_y @n)n converge.

1
Ainsi, si a, = . le produit [] a, converge, de somme nulle.

Proposition 1. Soit (a,),, une suite de nombres complexes. On a les implications suivantes :

H(l + |an|) converge < Z la,| converge = H(l + an) converge.

Si la premiere implication est une équivalence, il n’en est pas de méme de la seconde : il
suffit de considérer la suite (a, = —1),.

Démonstration : Toutes les quantités 1+ |a,| étant supérieures ou égales a 1, la convergence
du produit infini est équivalente a la convergence de la suite (3, _,In(1 + |ax|)), . ce qui est
équivalent a convergence de la série de terme général In(1 + |a,|). Ainsi, lim, . |a,| = 0 et
donc In(1 + |a,|) ~ |a,| en +o00. Ceci montre la premiere équivalence.

Pour montrer la seconde implication, considérons P, = [[;_,(1+a,). La suite (BP,),, vérifie
la formule de récurrence :
PnJrl = (1 + an+1>Pn~
Ainsi, puisque |1+ a,| < 1+ |a,| < exp(|a,|), nous obtenons |P —n| < exp(3_2 |a,|). Ceci
prouve que la suite (P,), est bornée. En particulier, puisque P, — P, = a1 FP,, il vient
|Poi1 — Po| < exp(3272 |an]) |ani1| et donc, si k est un entier quelconque :

400 n+k
|Pak = Pl <exp(d_lan]) Y lay|-
n=0 p=n+1

La suite (P,), est donc une suite de Cauchy, ce qui montre la convergence du produit
[T(1+ a,). [ |

2
z
Exemple d’application : considérons le produit infini z [[(1 — —;) défini pour n > 0.
n
. , 2 . 22
La série de terme général — converge normalement sur tout compact de C puisque —
n n
1
est dominé par — quand n tend vers l'infini. D’apres la proposition 1, le produit est
n

normalement convergent sur tout compact de C.

II. Intégrales dépendant d’un parametre



Parallelement a 1’étude de I'holomorphie d'une série de fonctions, on peut s’intéresser a
I’holomorphie dune fonction intégrale dépendant d’un parametre. Si f est une fonction des
deux variables t et z, définie sur I x D ou I est un intervalle de R et D un ouvert de C,
sous quelles conditions la fonction z — | ; f(t, z)dt définit-elle une fonction holomorphe sur
D ? 11 faut nécessairement que la fonction ¢ +— f(¢, z) soit intégrable sur I pour tout z dans
D. De plus, il est naturel d'imposer a la fonction z — f(t, z) d’étre holomorphe sur D pour
tout ¢t dans I. On a ainsi le théoreme suivant :

Théoreme 2. Soit I un intervalle de R, D un ouvert de C et f une fonction de I x D dans
C. On suppose :

(a) Vz € D, tw— f(t,z) est mesurable sur I

(b) Vt € I, z+— f(t,z) est holomorphe sur D

(¢) il existe @ intégrable sur I telle que : ¥z € D, |f(t,2)] < ¢(t).

Alors : (1) t — f(t,2) est intégrable sur I
(11) F: z— [, f(t,2)dt est holomorphe sur D et :

P
VpeN,Vz € D, FP(z) = /a f(t, 2)dt.

I 827’

Comme nous le verrons par la suite, ce théoréeme va permettre de définir des primitives de
fonctions holomorphes.

Démonstration : (i) est immédiat (hypothese de domination).
(17) Soit zp un point quelconque de D. Montrons que F' est dérivable en zy; calculons pour

F(Z)—F(ZO)
Z— 20 Z— 20 '

zZ—2z0
f(tv Z) B f(t7 ZO)
Z — 20
a z en (t, zp), il nous faut permuter la dérivation et 'intégration. Soit r > 0 tel que le disque

ft,2) = f(t, 20)

cela le quotient

La limite quand z tend vers zy du quotient étant la dérivée de f par rapport

D(zp, ) soit inclus dans D. A t fixé dans I, la fonction z — est holomorphe

Z— 20
sur D et d’apres le principe du maximum appliqué sur D(zg,7), on a :
fl(t, t,z) — f(t 20(t
2= 20 ¢ebD(zq,r) 2= 20 r

Si (2"), est une suite de points convergeant vers zg, le théoreme de convergence dominée
f(t,2") = f(t 20)

zZ— 20

appliqué a la suite de fonctions ¢t — (ces fonctions sont intégrables d’apres

ce qui précede) nous donne :

lim /ftZZ_ZOtZO)d /Ilim F(t:2") = f(t20) 4y af(t 20)dt.

n—00 n—00 zZ— 20 (9

On peut alors réitérer cet argument sur toutes les dérivées d’ordre supérieur. [ |
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Remarque 1. Le théoréme 2 est d’utilisation assez souple. Ainsi, si pour tout zy dans D,
il existe un ouvert U tel que zy € U C D et une application ¢ intégrable sur I tels que
|f(t,2)| < @(t) pour tout z dans U et tout t dans I, le théoréme 2 dit que la fonction F est
holomorphe en zy. Ceci étant vrai pour tout zy dans D, la fonction F est holomorphe sur D.

Exemple : La fonction F' définie sur £ = {z € C: Rez > 1} par :

“+oo
F(z) = / t=2dt
1

Considérons en effet la fonction f définie sur I = [1,4+o0[xE par f(t,z) = t7° =
exp(—zInt). Les conditions (a) et (b) du théoréme 2 sont évidemment vérifiées.

Condition (c) : soit zp un point quelsonque de E et o un réel vérifiant 1 < a < Rez. La
fonction ¢ : t — t™* est intégrable sur I et vérifie :

VRez > a, Yt € I, [t72] < o(t).

est holomorphe sur F.

Le théoreme 2 montre alors que la fonction F' est holomorphe au voisinage de tout point
de FE c’est-a-dire sur E.

On peut remarquer que nous n’avons pas obtenu une majoration sur £ directement : on

aurait du prendre o = 1 et la fonction ¢t — n n’est pas intégrable sur I.

Le théoreme 2 permet de définir des primitives de fonctions holomorphes. Nous rappelons
qu'un ouvert D de C est étoilé s’il existe un point a de D tel que pour tout point z de D,
le segment |[a, z| soit inclus dans D.

Corollaire 2. Si D est un ouvert étoilé de C, toute application holomorphe sur D admet
une primitive sur D.

Ce corollaire généralise le résultat rencontré dans le chapitre précédent.

Démonstration : Soit f une fonction holomorphe définie sur 'ouvert étoilé D de C. Recher-
chons une fonction F' holomorphe sur D telle que F’ = f sur D. Si g est la fonction d’une vari-
able réelle t définie sur [0, 1] par g(t) = F(a+t(z—a)), F(2)—F(a) = g(1)—g(0) = fol g'(t)dt.
L’égalité ¢'(t) = (z —a)F'(a +t(z — a)) nous montre que F, si elle existe, est nécessairement
définie par F(z) — F(a) = fol(z —a)f(a+t(z — a))dt. 1l reste maintenant a montrer que la
fonction F' ainsi définie convient.

Soit h la fonction définie sur [0, 1] x D par h(t, z) = (2 —a) f(a+t(z —a)). Elle est continue
sur [0, 1] x D, donc mesurable en t. De plus, si zo est un point de D et si r > 0 est tel que
D(zp,7) soit inclus dans D, sup,cp, » |A(t, 2)] = C € R et la fonction ¢ € [0,1] = C est
intégrable sur [0,1]. D’apres le théoreme 2 la fonction F est holomorphe sur D(zp,r) de
dérivée la fonction f. Ceci étant vrai pour tout point zy de D, nous venons de montrer que
la fonction F' est holomorphe sur D de dérivée f. [ |

II1. Application



1
D’apres le corollaire 2 la fonction z — — admet une primitive sur tout ouvert étoilé ne

contenant pas 0. Considérons par exemplez louvert étoilé Dy = C\Dy ot Dy est la demi-
droite d’origine 0 et d’angle 6 avec la demi-droite des x positifs. On peut ainsi construire sur
chaque ouvert Dy un “logarithme complexe”! Il est bien évidemment impossible de définir
le logarithme complexe sur C\{0} comme fonction réciproque de la fonction exponentielle,
de facon identique a la construction réelle, I’exponentielle complexe n’étant pas bijective sur
C\{0}. On peut cependant définir une détermination du logarithme complexe sur chaque
ouvert Dy. Nous allons nous intéresser plus précisément a la détermination principale du
logarithme complexe :

Définition 2. La détermination principale ¢ du logarithme complexe est la primitive de la

1
fonction z — — sur Uouvert étoilé D_, = C\R™, nulle en 1.
z

Les principales propriétés de ¢ sont données par la proposition suivante :

Proposition 2. Pour tout z dans D_, on a :
(i) exp(p(=)) = =
(17) Rep(z) =In|z|.
(1ii) Imp(z) €] — 7, m|.

Démonstration : (i) La fonction ¢ est holomorphe sur D_, comme primitive de la fonction
Z i La fonction exp op est holomorphe sur D_, de dérivée (expoy)’ = 1; la condition
expop(1) =1 donne le résultat.

(1) ©(z) = Rep(z) +ilmep(z) et donc exp(Re(p(2))) exp(Im(p(z))) = z. Par identification,
on obtient : exp(Re(p(z))) = |z| soit Re(p(z)) = In|z|.

(17i) Imp(z) est un argument de z. Pour tout z dans D_, il existe donc un entier relatif
tel que Imp(z) appartienne a | — w, w[+2km. L’application z +— Im(p(z)) étant continue sur
I'ensemble connexe C\R™, {Im(p(z)),z € C\R™} est connexe. La condition Im(p(1)) =0
donne le résultat. ]

Remarque 2. la fonction ¢ ne vérifie pas o(z2') = @(2) + p(Z') pour tout z,z" dans D_.
En effet si z = 2" =i, on ne peut pas définir p(z2').

En observant la propriété (i) de la proposition 2, on peut se demander si la fonction ¢ est
la bijection réciproque de 'exponentielle complexe. Les parties (ii) et (i7i) de la proposition
2 imposent des conditions sur I'ouvert de définition de ’exponentielle : on doit se restreindre
alouvert B={z€ C:Imz €| —m xl[}.

Proposition 3. La fonction ¢ est la bijection réciproque de l’exponentielle restreinte a B.

Démonstration : 11 faut montrer :

(1) Vze D_, exp(p(z)) =z
(17) exp(B) C D_,
(i1i)  Vz € B, p(exp(z)) = z.



La propriété (i) a été démontrée dans la proposition 2.

(1) — (i79) : Soit z = x + iy un point de B. L’égalité exp(z) = exp(x) exp(iy) que exp(z)
appartient a D_,. Enfin, 'application ¢ o exp est bien définie sur B, holomorphe sur B et :
Vz € B, (poexp)(z) = ¢'(exp(2)) exp(z) = 1.

Ainsi, puisque (¢oexp)(0) = 0 (on rappelle que par définition ¢(1) = 0) il vient : poexp = id.
|
La fonction ¢ est finalement définie sur D_, par :
Vz € D_,, ¢(z) =In|z| +iarg(z)

ou arg(z) appartient a | — 7, 7|.

Remarque 3. Nous pouvons définir plus généralement une détermination pg du logarithme
complexe sur 'ouvert Dy pour tout 6 dans R par :

Vz € Dg, @y(2) =In|z| +i(argy(z))
ot argg(z) est Uargument de z pris dans 10,0 + 27].

Les propriétés de cette fonction sont données dans [’exercice 5.



Exercices du chapitre 3

Exercice 1 :
n

1. Montrer que la série ) 1 (n variant dans N) définit une fonction holomorphe sur

2"+
C\D(0,2).
n—1 __
2. En déduire que la série )| (MTW est holomorphe sur C\D(0, 2).
Z?’L
Exercice 2 : Montrer que la série Y J —— (p variant dans Z) définit une fonction holomor-
Z —

phe sur C\Z.

Exercice 3 : Montrer que la fonction ® définie par ®(z) = fol t*(1 —t)*~*dt est holomorphe
sur B={z€C:—1< Rez < 2}.

sin? 2

nlnn

Exercice 4 : Les produits infinis | | (1 +
?

1
) et [] exp(z cos(1——)) sont-ils convergents
n

Exercice 5 :

1. Soit B={z¢€ C: 7 < Imz < 3r}. Si p est la détermination principale du logarithme
complexe, montrer que :
Vz € B, p(exp(z)) = z — 2im.

2. Soit 6 un réel et @y la détermination du logarithme complexe sur Dy.

1
a. Montrer que ¢j(z) = — pour tout z dans Dy.
2

b. Montrer que g est la bijection réciproque de exp définie sur {z € C : § < I'mz < 0+27}.

Exercice 6 : Si ¢ désigne la détermination principale du logarithme complexe, on définit
les deux fonctions f et g par :

fE) =0z =1) —p(z+1), g(z) =—p(=1—=2) +¢(1 - 2).
a. Donner les ensembles de définition de f et g.

b. Calculer les dérivées de f et g.
c. Calculer f(it) et g(it) pour t réel non nul.

d. Trouver une fonction F' holomorphe sur C\[-1, 1] de dérivée — T
Z p—



