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Compléments du cours N. 1 : le critere
de la différentiabilité d’une application

Par défaut, ’espace en question est RY muni de la norme
euclidienne.

Soit (ex)r=1,..d ((€})j=1,..4,;) une base orthonormale de R (R™)
fixée.

Théoréme 1 Soit O C R? un ouvert et f : O — R une applica-
tion. Alors f est de la classe C* sur O (f € CY(O,R%)) ssi toutes
les dérivées partielles

oFf

i, j=1,....dy, k=1,....d

8[Ek
sont bien définies et continues sur O (c.a.d., STJZ € C(0)).
Démonstration. Pour simplifier, soit d; = 1. Rappelons que pour
A€ L(RYR)

|Allo = sup  [Az],

z€R4 ||z||<1
et, en particulier, |Ax| < [|A]]o||x]].
” =7 (la direction facile). Comme f € C*(O,R), nous avons que f

est différentiable sur O, et les résultats du cours impliquent que g—;;

existent pour tous k. La continuité de 88—;; (Vk) est la seule chose a
vérifier. En effet, pour x,y € O on a

@ - 3L w)| = 1@ - e

< @) =Wl =0 (@ —y).

7 &< 7. Soit x € O et h € B(0,¢) tel que x +¢ € B(x,e) C O.
Posons

k
¥ =z, 2F =2+ g h;e;,
i=1



0

Lk

o h = (hy,...,hg)". On définit A(z)h = (x)hy ; le but est
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de montrer que A(x) = f’(x). Nous avons

(f (zr—1 + hiex) — f(zr-1))
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ou nous venons d’utiliser la formule de Leibniz (i.e., la formule fon-
damentale du calcul intégral) en R'. Donc

Fa+h) — fz) - th/ ((%k Ter 4t hkek)—%( )) dt
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Notons l'expression a droite par e,(h); chaque intégrale sous la
somme est notée par By. Nous voulons démontrer que limy, g ||e,.(h)|[1/]|R]| =
0. Alors, par Cauchy-Schwarz :
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et évidemment a(h) — 0 par la continuité de g—fk (c’est une racine

d’une somme ou chaque terme va vers 0) quand 0 < ||h]| < e — 0.
Q.E.D.

Corollaire 1 Si toutes les dérivées partzelles Er Lj=1,...,dy, k=
1 ,d) sont bien définies et continues sur O, on a f € D(O,Rdl).
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Démonstration est évidente, car f € C1(O,R") = f € D(O,R™).



