UNIVERSITE DE BORDEAUX TGM601U, ANALYSE FONCTIONNELLE

Feuille d’exercices n° 3’.

Exercice 1 Rappeler le théoreme du graphe fermé pour les espaces de Banach et la
démontrer.
Exercice 2  Soit E un e.v.n. qui est complet pour deux normes | - ||; et || - ||2. On suppose

qu’il existe une constante positive ¢ telle que pour tout z € E, ||z||; < ¢||z||2. Montrer que ces
deux normes sont équivalentes.

Exercice 3  Considérons la forme linéaire définie sur (R%,||.||;) et donnée par
dy
To(z) =T(z) =Y apwp, == (Tk)p=1,.a € R™,
k=1

oua= (ak)k:17...7d.
(a) Calculer la norme de T'; on obtient alors (R, [|.|[1)* = (R, ||.||00)-

(b) Soit di < da. Donner un exemple de I'extension de 7' de (R%,|[.|[1) & (R%,]|.]|1) selon
Hahn-Banach (i.e., sans augmenter la norme de l’extension par rapport a ||T'|]).

(c) Décrire toutes les extensions de T & (R%,||.||1) selon Hahn-Banach.

(d) Idem pour I'extension de T de (R%,||.||1) & I'.

Exercice 4  (les corollaires du théoreme de Hahn-Banach)
Soit E un evn.

(a) Soit M C E un sous-espace et x € E\M. Montrer qu'ily a f € E* telle que f(x) # 0 et
f ‘ v =0 Plus précisemment, si on pose

0=d(x,M)= inf ||z —
(@.M) = inf |lo =yl

alors on peut choisir f(x) =4 et ||f|| = 1.
(b) Size E,x#0alorsily a f € E* telle que f(z) = ||z|| et || f]| = 1.

(c) Les éléments de E* sont séparants sur E, c.a.d., pour 2',22 € E, 2! # 22 il y a un

f € E* tel que f(z') # f(z?).
(d) Posons E** = (E*)*, le bidual de E. Pour un = € E, on définit

(f) = flx), fekE"

Montrer que : a) 'application z — & est linéaire; b) ||Z|| = ||z||, i.e. c’est une isométrie
de X dans X™**.

Exercice 5 Soit E un espace de Banach.



(a) Soit B une partie de E. Montrer que B est borné si et seulement si pour e tout f € E’,
f(B) est borné.

(b) Soit B’ une partie de E’. Montrer que B’ est borné dans E’ si et seulement si pour tout
x € E,{f(x): f € B’} est borné.

(c) Soit (zy,) une suite d’éléments de E qui converge faiblement. Montrer que (z,,) est borné.



