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e Exercice 1.

1.

1 n 2
. En déduire que / ﬂdz = 2i7r( n)
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. Soit un réel a > 4. On pose u,(z) =
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Calculer / —i, pour k € Z.
aD(0,1)

z

1
opo,1) " n

1 2n
[0,
aD(0,1) ?

. En déduire que (2:) < 4",
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e Montrer que E u, (") converge

n>0
normalement sur [0, 27].
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. Montrer que / Un(2)dz = —a/ :
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. Calculer / :
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. Montrer que la série que la série ci—dessous converge et la calculer
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e Exercice 2.

1.

Soient M > 0 et f une fonction holomorphe sur le disque unité ouvert D(0, 1) telle

que |f(z)] < M sur D(0,1) et f(0) # 0.

1.1. Montrer que pour tout entier n # 0, la fonction f est holomorphe au voisinage
de chaque compact D(0,1 — %)

1.2. Montrer que f possede un nombre fini de zéros sur D(0,1 — 1) (n € N\{0}).

1.3. En déduire que 'ensemble des zéros de f sur D(0, 1) est au plus dénombrable.

. On suppose que I'ensemble des zéros de f est dénombrable. On notera (a,), la suite

des zéros de f ordonnée par modules croissants (i.e. |a,| < |an41]). Soit N € N
fixé et r € R tels que |ay| <7 < 1. On pose

T (/) — =

B(z) = H T_j/r)z et  g(z) = B

j=1

2.1. Montrer que la fonction B est holomorphe sur D(0, ——).

 Jan]
2.2. Montrer que g se prolonge en une fonction holomorphe sur le disque D(0,1/r).
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2.3. Montrer que pour tout § € Ron a : = 1. En déduire que |B(e?)| =

1.
2.4. Montrer que |g(z)| < M pour tout z € D(0,1).
2.5. Montrer que pour tout réel r tel que 1 > r > |ay| on a

2.6. Montrer que pour 1 > r > |ay|
N

> (1= la;]) <log M —log|£(0)] — Nlogr.

j=1
2.7. En déduire que la suite (Zjvzl(l — |a;])) , est bornée.
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. (cette partie est facultative) Soit F' une fonction holomorphe sur le demi-plan
C_={2z€C: Rez>0} Onsuppose que F' est non identiquement nulle, F'
est bornée sur C_ et F'(n) = 0 pour tout n € N\{0}.
3.1. Montrer que I'application ¢ : z — (14 2)/(1 — z) est une bijection de D(0, 1)
sur C_. Calculer ¢! est montrer que c’est une fonction holomorphe sur C_.
3.2. On pose ¢ = F o ¢. Montrer que g est holomorphe sur D(0,1), bornée sur
D(0,1) et g((n—1)/(n+ 1)) = 0 pour tout n € N\{0}.
3.3. Montrer qu’il existe p € N et f holomorphe sur D(0,1) avec f(0) # 0 et
g(z) = 2P f(z) pour tout z € D(0,1).
3.4. En déduire que F est identiquement nulle sur C_. Conclusion ?



