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Exercice 1. Soit f : D(0, 1) → C une fonction continue sur D(0, 1)
et holomorphe dans D(0, 1). On suppose que f s’annule en des points
a1, . . . aN ∈ D(0, 1) avec multiplicité m1, . . . ,mN . On pose

‖f‖∞ = sup
ζ∈∂D(0,1)

|f(ζ)|.

1 Pour a ∈ D(0, 1) on pose

ϕa(z) = z − a
1− az .

Montrer que ϕa est continue sur D(0, 1), holomorphe sur D(0, 1) et que
|ϕa(ζ)| = 1 pour tout ζ ∈ ∂D(0, 1).
2 Montrer qu’il existe g : D(0, 1) → C continue sur D(0, 1) et holo-
morphe dans D(0, 1) telle que

f(z) = ϕa1(z)m1ϕa2(z)m2 . . . ϕaN (z)mNg(z), ∀z ∈ D(0, 1)
3 Majorer |g(ζ)| en fonction de ‖f‖∞ pour tout ζ ∈ ∂D(0, 1) et en
déduire l’inégalité

|f(0)| ≤ |a1|m1 . . . |aN |mN‖f‖∞.

Exercice 2.
1 Soient x ∈ R et r > 0 tel que r 6= |x|. Calculer, suivant les valeurs
de x, l’intégrale curviligne suivante∫

∂D(0,r)

dz

z − x
.

2 On suppose r > 0 et r 6= 1. En utilisant la question 1, calculer la
valeur de l’intégrale curviligne∫

∂D(0,r)

dz

z3 − 1 .

3 Calculer la valeur de l’intégrale curviligne∫
∂D(0,1)

dz

6z2 − 5z + 1 .



4 Soient a, b, c ∈ C avec a 6= 0. Montrer que

I(r) =
∫
∂D(0,r)

dz

az2 + bz + c

est nulle lorsque r est suffisamment grand (Calculer d’abord lim
r→+∞

I(r)).

Exercice 3. Pour tout ρ > 0, on note γρ : [0, π]→ C le demi-cercle
défini par γρ = ρeit. Soit

g(z) = e2iz − 1
z2 , z ∈ C\{0}.

1 Montrer que si 0 < ε < R alors∫
γε
g(z)dz −

∫
γR
g(z)dz = 2

∫ R

ε

cos(2x)− 1
x2 dx.

2 Montrer que si R > 0 et t ∈ [0, 1], alors |e2iReit − 1| ≤ 2
3 En déduire que l’on a

lim
R→+∞

∫
γR
g(z)dz = 0.

4 Pour w ∈ C\{0}, déterminer

lim
ε→0

e2iεw − 1
εw

.

5 En déduire
lim
ε→0

∫
γε
g(z)dz.

6 Déduire de ce qui précède la valeur de∫ ∞

0

(sin x
x

)2
dx.


