Université de Bordeaux 2016-2017
TMQ302U — Fonctions de plusieurs variables

Devoir Surveillé du 29/11/2016.

Documents non-autorisés, durée: 1h 20.

Par défaut, I’espace en question est R muni de la norme euclidi-
enne. Vos réponses doivent étre justifiées (= démontrées ou bien
validées par un contre-exemple).

Exercice 1. (Questions du cours)

1. Soit O C R% un ouvert et f : O — R% une application. Don-
ner la définition de la différentiabilité de f au point z° € O; de la
différentiabilité sur O tout entier.

Confer cours.

2. Démontrer que f différentiable au point 2° y est continue. L’implication
inverse est-elle vraie?

Confer cours.

Exercice 2. Soit A € £L(R?,R?) (i.e., une application linéaire allant de RY
a R?). Soit
f(z) = (Az,z)?,  zeR’,

ou (.,.) désigne le produit scalaire réel usuel.

1. **En utilisant la définition**, étudier la différentiabilité de F' sur R?
et calculer sa différentielle.

Soit la fonction g : R? — R, 2 — (Ax,z) et 2,h € R%

g(z+h) = g(z)+(Az, h)+(Ah,x)+g(h) = g(x)+{(A+ A"z, h)+g(h).
L’application h — ((A + A!)z, h) est linéaire. De plus, en utilisant
successivement 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité de A (ap-
plication linéaire en dimension finie), |g(h)| < [|AA||||h]] < || All||R]>.
Il vient que, g(a-+h)—g(x) —{(A+A")z, h) = g(k) = O(IA?) = o( [h]).
g est donc différentiable et dg,(h) = ((A + A")z, h) par unicité de la
différentielle. On conclut que f = g2 est différentiable et,



dfz(h) = 2g(z)dgs(h) = 2(Az,2)((A + A")z, h).
On pouvait aussi par un calcul direct montrer que:
fla+h) = f(z)+2(Az, 2){(A+ A"z, h) + g(h)(29(2)
+ 2((A+ Az, h) + g(h)) + (A + A"z, h)?

et montrer en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la continuité
des applications linéaires A et A+A" que le terme en bleu est en o(||h]]).

2. Retrouver le méme résultat faisant le recours aux dérivées partielles.

. B o . SR (’)f o 8g
Soit (aw)lgwgd la matrice associée a A. Notons que Par 29%

0
E?T’;: Z aijaim(xifﬁj) = Z Qi T+ Z AikTi = Z (ak; + aji)x;.

1<i,j<d 1<j<d 1<i<d 1<j<d

0
dgy(hi,...,hg) = Z —fhk: Z (akj + ajr)xjhy

Owy, .
1<k<d 1<k,j<d

= ((A+ AYx, h), avec © = (x1,...,24) et h = (h1,..., hg).
On retrouve donc le méme résultat en écrivant dfy(h) = 2g(x)dgz(h).

Exercice 3. Soit g : Dy — R2?, D, C R3, une application donnée par
. 42y
an (24)

cos(2z+y)
z2+1

9(x,y,2) =

1. Préciser le domaine D, de 'application g.
D, =R3

2. Etudier la continuité de g sur D,,.

La fonctions (x,y,z) — :,Z2++211/ est & image dans R et est continue
sur R? comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur
ne s’annule pas. La fonction sin étant continue sur R, on déduit que

. [T+ 2y
(z,y,z) —> sin <z2 1
deux fonctions continues.
Les fonctions (z,y, 2) — 2z +y et (2,y,2) — 2% + 1 & image dans
R et R* respectivement sont continues sur R®. Puisque les fonctions
cos et u — % sont continues sur R et R* respectivement, on déduit

) est continue sur R® comme composée de

que (z,y,z) — cos(2x + y) et (z,y,2) — sont continues sur

x2+1

R3 comme composées de fonctions continues et donc que la fonction
(z,y,2) —> %ﬁf{y) est continues sur R comme produits de fonctions
continues sur R3. Toutes les composantes de ¢ étant continues sur
D, = R3, ¢ est continue sur D,.



3. L’application g est-elle différentiable sur D,? Sioui, écrire sa différentielle.

g est différentiable sur D, la preuve se fait exactement comme a la
question précédente juste en remplacant continue par différentiable.
La différentielle en tout point (x,y, 2) € Dy est donnée par I’application
linéaire défini par la matrice jacobienne associée a g en (z,y, 2).

J(g) (z,y,2)
1 42y 2 242y _ 2z(z+2y) T+2y
_ 241 908 \ 2 2241 ¢08 (z2+1> T2 08\
- _9 (z241) sin(2z+y)+x cos(2z+y) __sin(2z+y) 0
(z2+1)2 x2+1

Exercice 4. Soit

(z—y)3
T — 2492 ’ (a:,y) 7é (070)7
F ’y)_{ 0 " (wy) = (0,0

1. Etudier la continuité de F sur R2.

F est continue sur R?\ {(0,0)} comme quotient de fonctions continues
dont le dénominateur ne s’annule pas. Il reste I’étude en (0, 0).
En posant posant x = rcosf et y = rsinf, (r,0) € R x R on a,

|F(x,y)—F(0,0)] < Lﬁfﬂj =r|cosf—sind® <2%r—0, (r—0, ¢
R)

F est donc continue en (0, 0).

2. Montrer que F admet des dérivées partielles en tout point de R? et les
calculer.

F est différentiable sur R? \ {(0,0)} comme quotient de fonctions
différentiables dont le dénominateur ne s’annule pas. F admet donc
des dérivées partielles en tout point (x,y) € R?\ {(0,0)} définies par,

OF 9 T —y 2
. 32 + 2 = I
Ox (2 + 39" + 20y) <x2+y2> ’
OF z—y \*
A B2y (L)
By ( o+ Yy + a:y) (xQ—l—y?)
_ 3
En (0,0), lim L0 =FO0 2 9F ¢ o
z—0 T z—0 $33 ox
F - F F
De méme lim (0.) 0,0) = lim —% =-1= 2(0,0).
y—0 Yy y—0 vy Y

3. Enoncer le critére d’appartenance d’une application a la classe C' en
termes de ses dérivées partielles.

Voir cours



4. L’application F est-elle de classe C! sur R??
oF

F
Non. En effet, o et 50 Be sont pas continues en (0,0).
L Y

Il suffit de remarquer que sur les droites d’équation y = ax, a € R,
9 (z,y) = (1430 +2a)({55%) et I (z,y) = —(3+a® +2a)({55)°
dépendent uniquement du réel a.

5.* Etudier la différentiabilité de Papplication F' au point (0, 0).

Soit (hi,he) € R2. Posons,

|F(h1,h2)—F(0,0)—2E(0,0)h1 — £ (0,0)ha| B
T(hy,hs) = 0 Iy _ 2lha—hallhiha|

[(h1,h2)l2 (h%-i—h%)%
Pour a € R, T'(hy,ahy) = % dépend uniquement du réel a donc
14+a<)2
|F(h1,ha) — F(0,0) = §E(0,0)h1 — 35(0,0)hs|
im n’existe pas.
(h1,h2)—(0,0) [(h1, h2)|l2

On conclut que F n’est pas différentiable en (0,0).
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