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Exercice 1. [Questions de cours; 7 points=1+41+4+1+4+1+1+1-+1] Soient A un sous-ensemble
de R2, f : R? = R une fonction, Xy un point de R? et £ un nombre réel.
(1) Donner une définition de A est un ouvert de R?.
Confer cours.
(2) Donner une définition de l'intérieur de A.
Confer cours.
(3) Donner une définition de A est un fermé de R2.
Confer cours.
(4) Donner une définition de l’adhérence de A.
Confer cours.
(5) Donner une définition de A est compact.
Confer cours.
(6) Donner a l’aide de quantificateurs la définition de f admet la limite £ en Xj.
Confer cours.
(7) Donner une définition de f est continue en Xg.
Confer cours.

Exercice 2. [Topologie ; 8 points=0,5+1+40,5+140,54+0,5+0,54+140,54+1+40,5+40,5] Soient
A et B Is sous-sensembles de R? définis par

A={(z,y) eR*,2>0,2>+9° <1} et B={(z,y) €R* [zy/<1}.

(1) Dessiner précisément A.
A est le domaine du plan de frontiére incluse ellipse de centre (0, 0), de demi-grand axe 1 et de demi-petit
axe 1/3 contenue dans le demi-plan x > 0.

(2) Déterminer explicitement l'intérieur de A. Justifier votre réponse.
Montrons que lintérieur de A est égal a

C={(z,y) R’ z>0,2>+9y° < 1}.

C est un ouvert (en tant qu’image réciproque de 'ouvert ]0, +-00[x]—o00, 1[ de R? par I'application continue
de R? dans R? définie par (z,y) — (z, 2% + 9y?)) inclus dans A donc C est inclus dans I'intérieur de A.
Montrons linclusion réciproque. Soit (z,y) dans l'intérieur de A. En particulier, (z,y) est dans A qui
est égal & l'union disjointe

cu {(x,y) eR%,z>0,22+9y° = 1}.

11 suffit donc de montrer que (x,y) n’appartient pas a I’ensemble

{(w,y) eR2 2 >0,z% + 99> :1}.




Par I’absurde, (z,y) est dans cet ensemble. Il existe donc r > 0 tel que
BF((xa y)a 7’/2) c B((.T, y)> 7”) C A

Ceci est une contradiction car (z 4+ r/2,y) est dans Br((z,y),7/2) mais n’est pas dans A.
(3) L’ensemble A est-il ouvert ¢ Justifier votre réponse.
A n’est pas ouvert car U'intérieur de A n’est pas égal a A.
(4) Déterminer explicitement l'adhérence de A. Justifier votre réponse.
Montrons que A est fermé ce qui implique que ’adhérence de A est égal & A. A est égal a 'image
réciproque du fermé [0, 4+o00[x] — 00,1] de R? par I'application continue de R? dans R? définie par
(x,y) — (x,2% + 9y?) donc A est un fermé de R?.
(5) L’ensemble A est-il fermé ? Justifier votre réponse.
Confer question précédente.
(6) L’ensemble A est-il compact ? Justifier votre réponse.
A est fermé et A est borné car A est inclus dans la boule euclidienne fermée de centre (0,0) et de rayon
1 donc A est compact.
(7) Dessiner précisément B.
B est le domaine du plan de frontiére incluse les branches d’hyperbole
— H, d’équation zy = 1 dans le quadrant x > 0 et y > 0,
— H, d’équation zy = 1 dans le quadrant x < 0 et y <0,
— Hj d’équation zy = —1 dans le quadrant = > 0 et y <0,
— H, d’équation zy = —1 dans le quadrant = < 0 et y > 0.
(8) Déterminer explicitement l'intérieur de B. Justifier votre réponse.
Montrons que l'intérieur de B est égal a

D = {(z,y) € R? |zy| < 1}.

D est un ouvert (en tant qu’image réciproque de 'ouvert | — 0o, 1] de R par application continue de
R? dans R définie par (z,y) — |zy|) inclus dans B donc D est inclus dans 'intérieur de B. Montrons
Pinclusion réciproque. Soit (x,y) dans l'intérieur de B. En particulier, (z,y) est dans B qui est égal a
I’union disjointe

DUH; UH>;U H3 U Hy.

Il suffit donc de montrer que (z,y) n’appartient pas & 'une de ces quatre branches d’hyperbole. Par
Pabsurde, (x,y) est dans 'une de ces quatre branches d’hyperbole. Par exemple, z,y) est dans H;. Il
existe donc r > 0 tel que

BF((xv y)a ’1"/2) - B((:E, y)v T) C B.

Ceci est une contradiction car (z 4+ r/2,y) est dans Br((z,y),r/2) mais n’est pas dans B.

(9) L’ensemble B est-il ouvert ? Justifier votre réponse.
B n’est pas ouvert car U'intérieur de B n’est pas égal & B.

(10) Déterminer explicitement l’adhérence de B. Justifier votre réponse.
Montrons que B est fermé ce qui implique que 'adhérence de B est égal & B. B est égal & 'image
réciproque du fermé | — oo, 1] de R par Papplication continue de R? dans R définie par (z,y) — |zy| donc
B est un fermé de R2.

(11) L’ensemble B est-il fermé ? Justifier votre réponse.
Confer question précédente.

(12) L’ensemble B est-il compact ? Justifier votre réponse.
B n’est pas compact car B n’est pas borné. En effet, (0,n) est une suite de points de B qui tend vers
I’infini.



Exercice 3. |[Limites ; 8 points—2-+2-+2+2| Soient f1, fa, f3 et fi les fonctions de R? \ {(0,0)}
dans R définies par

e +2y
filz,y) = ma
O
fa(zy) = W7
fa(zy) = m,

pour tout (x,y) dans R?\ {(0,0)}.
(1) f1 admet-elle une limite en (0,0) ¢ Si oui, la déterminer. Justifier votre réponse.
f1 est une fonction continue en (0,0) en tant que somme, composée, quotient de fonctions continues donc
f1 andmet une limite en (0,0) égale & f1(0,0) = 1/3.
(2) fo admet-elle une limite en (0,0) ¢ Si oui, la déterminer. Justifier votre réponse.
Pour (z,y) # (0,0),
|fa(z,y)] < 2|zy|

donc f2 admet 0 comme limite en (0, 0).
(3) f3 admet-elle une limite en (0,0) ¢ Si oui, la déterminer. Justifier votre réponse.
f3 n’admet pas de limite en (0,0) car pour x # 0,

et
fa(xz,x) =5/2 —>I¥8 5/2.

(4) f1 admet-elle une limite en (0,0) ¢ Si oui, la déterminer. Justifier votre réponse.
fa n’admet pas de limite en (0,0) car pour = # 0,

fi(,0) =0 =2 0

et
1
W= —— & :
falx, %) 57273 w&00+ 400

Exercice 4. [Continuité ; 7 points=1-+2-1+43] Soient f la fonction de R?> dans R et g la fonction
de R? dans R? définies par £(0,0) = 0, g(0,0) = (0,0) et
25 4y 4 22y

flzy) = By —

o - (2022

1172+y2,l'6+y6

pour tout (z,y) dans R?\ {(0,0)}.
(1) La fonction f est-elle continue sur R?\ {(0,0)} ? Justifier votre réponse.

Sur 'ouvert R? \ {(0,0)} de R?, f est une fraction rationnelle bien définie donc f y est continue.
(2) La fonction f est-elle continue en (0,0) ? Justifier votre réponse.

Comme d’habitude, posons L = a = {(z,y) : y = ax}, a € R, et considérons

2°(1 + a® + a®) (14 a® + a?)
I S G SR T Il )
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Ceci laisse supposer que la limite lim, ), 0,0y f(,y) existe et elle est égale & 0. Pour le démontrer,
notons que 24AB < A? + B? pour A, B réels, et (posez A =22 B =y?) on a

[z, )l|* = (2® + %) = 2* + y* + 22%y% < 2(2* +y*).

En se rappelant que |z| < ||(z,y)|] et |y| < ||(x,y)]||, on obtient

S yS + a?y? 5 5 21,13
T°+y° + Ty z° + |y|° + |z|?|y
0 < |f(z,y)| < o el 4yl + =Pyl

x4+ gyt = P
(@, 1P + ([, )P + |9 6]l(z,9)]]°
? = =6 0.
B | (z, y)||* = ()| [(z,y)|| =

Donc, la fonction f(z,y) est continue au pt. (0,0), et, par conséquent, elle est continue sur R? tout entier.
(3) La fonction g est-elle continue sur R? \ {(0,0)} ? Justifier votre réponse.

Notons g; et go les fonctions composantes de ¢ c’est-a-dire les fonctions de R? dans R définies par

91(070) = 0, 92(0,0) =0et

_ rty
gl(xvy) - $2+y2’

_
QQ(x,y) - x6+y6

pour tout (z,y) dans R?\ {(0,0)}. Sur Pouvert R?\ {(0,0)} de R?, g; et g> sont des fractions rationnelles
bien définies donc gy et go y sont continues donc g y est continue.
(4) La fonction g est-elle continue en (0,0) ¢ Justifier votre réponse.

Pour = # 0,
1
gi(z,x) = — =, o+ +00 # g1(0,0)
X z#£0

donc ¢; n’est pas continue en (0,0) donc g n’est pas continue en (0,0).



