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CORRIGE DU DS DU 6 NOVEMBRE 2012 (9H30 A 10H50)

Toutes les réponses doivent étre argumentées.
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On décompose la fraction rationnelle en éléments simples :
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Exercice 1. a)

Pour X > 2, on a donc
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Quand X tend vers I'infini, ln(X )
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converge, et vaut =5
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Posons f(z) = . f est positive ou nulle, équivalente & — quand x tend vers 0.
x
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Comme l'intégrale fol — dx est divergente par le théoréme de comparaison, il en est de méme de
x

I'intégrale fo x) dx, et donc de fo x)dx.

c) 0+°o (222 — 1)z e " dx

Calculons F(X) = fo z (222 — 1) e *"da.

Effectuons le changement de Variables t=a?: fo (t—1/2) e tdt.
Intégrons par parties : fo e tdt — [(t — 1/2) e = [—et(t+ 1/2))F.
Donc limy 10 F(X) = hmy%Jroo[— b+ 1/2)]0 =1/2.

Ainsi, l'intégrale fo 2 (222 — 1) e dx converge et vaut 1/2.

Exercice 2.
COS ax
On considére l'intégrale O+OO
1++z

dx, ot a désigne un réel strictement positif arbitraire.

1) Pour X >0,

X cosax X sinaz 1 sinar | x
— = dr = sdr+[——=1
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- Le deuxiéme terme de cette somme tend vers 0 quand X — 4o0.
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verge. On en déduit que l'intégrale f0+°°
a 2z (1++/7)?

dx
pour tout x > 0. De plus, 'intégrale f0+ Y] con-

dx est absolument convergente,

et donc convergente.



+oo COSAT
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En regroupant ces deux propriétés, on conclut que I'intégrale [, dx converge.

14 cos2ax
2) a) cos2ax = 2cos? ax — 1, donc — = cos? ax = | cos azx|?.
1+ cos 2ax
Comme |cosaz| < 1,on a ——— < | cosaz|.
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b) D’apreés le résultat 2-a,

() /X \cosam\d > 1/X 1 d +1/X cosZaxd
= x+ = ——dz
o l1+x 2 )y 1+z 2 )y 1+z

cos 2ax
- Comme 2a est un réel positif strictement, d’apres le résultat 1, [ X

O 1+

dz a une limite
quand X — +o0.

- Par ailleurs, la fonction positive

1
15 vz est équivalente a V) quand z — +4o00. Comme
I 5 diverge, dzx aussi, et [; dz tend donc vers +o0o quand X — +oo0.

1
1+ Vx

1/ 1+ \/5
e s I .x X cos2azx
De ces deux propriétés, on déduit limx 3 fo FRy dx + 5 fo 1z dx = +o00.
x |cosax|

L’inégalité (*) permet alors de conclure que limx_, 1 |[; dx.

O 14+ vz

oo COSQT
dx n’est pas absolument convergente.

Ainsi, I'intégrale [
1++z

Exercice 3.

On considére une fonction f a valeurs réelles, définie et continue sur [1, +o0[, de signe quelconque.
On suppose que f1+oo )dt converge

Pour z > 1, on note F(z) = [{* f(t)dt. On a donc F(1) = 0 et, pour tout z > 1, F'(z) = f().

1)a) Comme F est une prlmltlve de f, elle est continue sur [1,4o00[. De plus, par définition de
la convergence des intégrales, F'(x) a une limite L lorsque = tend vers U'infini. F est donc bornée
sur [1,+oo[. Il existe donc une constante positive M telle que, quel que soit z > 1, |F(z)| < M.

b) Soit s > 0.
Pour tout t > 1, [F(t)e | < Me™*, et I'intégrale [;" e~'dt converge. Donc lintégrale
1+°° F(t) e *t dt converge.
Me™*®
S
) En utilisant f = F’ et F( ) = 0, en intégrant par parties, on trouve que pour z > 1,

/ f(t)e stdt = / F'(t)e st dt —/ F(t) se * dt+F(z)e ™" = s/ F(t)e ' dt+F(z)e "
1 1

D’aprés les questions précédentes, le membre de droite de cette égalité a une limite quand xz —

+00, s [[°° F(t) et dt+Lx0, donc lintégrale [[>° f(t) e=*! dt converge, et [ f(t)e ! dt =

s 1+oo F(t)e st dt.

\f e~stdt| < [ |F(t)e st dt <M [[F° e~stdt =

—S

M
s)| = s| f e stdt| <s < = Me™*, donc limg_, 4 o g(s) = 0.



