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Correction du DS (19 novembre 2011)

Exercice 1.

1. (a) Calcul de 3+°° (z+d1$)\/5'
La fonction z m est continue sur [3, +oo[ donc elle est localement intégrable sur [3, +o0|.

Soit t € [3, +00], on fait le changement de variable u = \/x donc 2du = % et u? = .

' Vi
L it = Ly s = Raretanlff = 2arctan(i) - 2arctan(3)

Pour calculer arctan(v/3) on cherche x tel que S22 — /3,

cos(x)
_ V3 1

Ce qui donne z = % (car sin(§) = %5 etcos(5) = 3)
On passe a la limite :

lim 2arctan(vVt) — 2arctan(v/3) = m — of =T
T—+00 3 3
+ d + d _
Done [, 457 converge et [, G5 = %
(b) | (;Tl()%\ < @ &) 7z donc par le théoréme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions

positives, I’intégrale généralisée |. 3+O° (;jﬁ()gi)/g dx est absolument convergente, donc par conséquent,

elle est convergente.

2. La fonction z s “UH) egt continue sur 10, +00] donc localement intégrable sur |0, +o0|.

OnaqueVz > 0,In(l+z) <z

On pose f(z) = In(z + 1) — 2z VY > 0, alors f'(z) = H% — 1= 7% < 0Donc f est décroissante et

f(0) =0doncVx >0, f(x) > f(0) = 0doncVz > 0, In(1+z) < z. De plus %(Hx) > 0Vz > 0.
(a) On aune généralisation en 0.
et %(Hz) <e ™ ¥z >0.0r fol e %dx = [-e %]} =1—e ! donc fol e~ “dx est convergente

- . o PP : - 1 e ®in(1
et par le critere de comparaison des intégrales généralisées de fonctions positives, fo %Hx)d:z:
est convergente.

(b) On a une généralisation en +o0.
et %(Hx) <e T Vr>D0.
Or, soit t € [1,+00], fg e %dr = [—e ]l = et —eletlimy et —e ! = e ! donc
J 1+°O e~ *dx est convergente et par le critere de comparaison des intégrales généralisées de fonc-

. .. -T 1
tions positives, || 1+°O %(ﬂ’)da: est convergente.

A i < : ~Tin(1 .
3. On a une double généralisation en 0 et en +oco. Pour déterminer, la convergence de 0+°° %(H)dx il

o 1 e~in(1 —ein(1
faut étudier la convergence de | ) gy g fiFo0 tInAw)

. VR ~ln(1
deux convergentes donc I’intégrale généralisée f0+oo e tin(l+2)
x

dx or par (a) et (b), elles sont toutes

dx est convergente.

Exercice 2.

1. Pour déterminer c, on multiplie I’égalité par p + 2 pour ensuite remplacer p par —2 (la valeur qui annule
p 4 2), on a donc m =(p+2) (Zg’j:i’) +c+(p+ 2)1%, et on obtient ¢ = 1—50 =2.
Pour déterminer d, on multiplie I’égalité par p + 3 pour ensuite remplacer p par —3 (la valeur qui annule

+b :
P + 3)’ on adonc m — (p + 3) (;g+1) =+ (p =+ 3)pi2 —+ d, eton Obtlent d = _17?0 = —1

Enfin, pour déterminer a et b, on multiplie 1’égalité par p? + 1 pour ensuite remplacer p par i (la valeur




qui annule p? + 1), on a donc m = (ap +b) + (p* + o + (p? + )p+3, et on obtient

cop_ 10 _ 10 _ 2 _ 2-2% _ ‘ _ _

ai +b = )03 = 545 = m* 5+ =1—idonca=—lethb=1.
10 —Cptd) L 2 1

P+ (p+2)(p+3) —  p*+1 p+2 pF3°

2. On applique la transformée de Laplace a I’équation différentielle. Ainsi, £(y" (t) + 5y (t) +6y(t))(s) =

L(10sin(t))(s). Par linéarité, L(y"(t))(s + 5L(Y' (t))(s) + 6L(y(t))(s) = 10L(sin(t))(s). On pose

Donc 0

z = [,( ).
Or, L(y")(s) = s2L(y) — sy(0) — y/'(0) = s?z(s) car on veut y(0) = 3/ (0) = 0.
L(y)(s) = sﬁ(y) y(0) = sz(s) car on veut y(0) = 0.
L(sin(t))(s) = 2+1 Par suite, I’équation différentielle devient s?z(s) + 5sz(s) + 62z(s) = 32121'
2(s) = e
Oncalcule A =52 —4x1x6=25—24=1donc 51 = % = —3etsy = # = —2 sont les

racines du polyndme.

o2 _ _ 10 —
Par suite, s° + 55+ 6 = (s + 2)(s + 3) et z(s) = GG = p+2 13
On inverse la transformée de Laplace et on obtient : y(t) = sin(t) — cos(t) + 2e 2/ — =3

(= p+1) + 1

3. Or sin(t — ) = sin(t)cos(]) — cos(t)sin(§) = g(sm(t) — cos(t)). Bt, lim, 100 e 2t = 0 et
limg 4 oo e 3t =0.
On pose donc €(t) = 2% — e~3 qui tend vers 0 en +0o et A = v/2, donc y(t) = Asin(t — T) + €(t).

Exercice 3.
On applique la transformée de Laplace au systeme différentiel, on obtient :
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Par linéarité,

Onpose Y := L(y) et X := L(x). De plus L(y')(s) = sL(y)(s
L(z")(s) = sX(s) — z(0) = sX(s) — 1 car on veut z(0) = 1.
L’équation différentielle devient donc :

—y(0) = sY(s) car on veut y(0) = O et

{ sX(s)—1 = —2X(s)—Y(s)
sY(s) = X(s)—2Y(s)
{ X(s) = (s+2)Y(s)
(s+2)2%Y(s)—1 = —Y(s)
X(s) = (s —1—12)Y(s)
Y(s) = (5+2)7+1

(s+2)2+1
On inverse la transformée de Laplace pour obtenir la solution :

{y(t) = e 2sin(t)

z(t) = e ?cos(t)

De plus, on a [e~cos(t)| < e72! et lim,_, 1o e~ = 0 donc par encadrement, lim,_, o, e~ *cos(t) = 0. De
méme, lim, 1 o e~ ?!sin(t) = 0. Donc lim,_, 1 o (2(t), y(t)) = (0,0).



