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Correction de I’examen (3 janvier 2012)

Exercice 1.

1. Lintégrale de || 1+OO t%dt est convergente si et seulement si o > 1.

2. On a |C°St < tlz, donc par la question 1 et par le critere de comparaison des intégrales généralisées

de fonctions positives [, |<%5¢|dt est convergente. Ainsi, [, <%5tdt est absolument convergente et
comme toute intégrale absolument convergente est convergente, elle est aussi convergente.

3. On pose
u'(t) =sint wu(t) = —cost

v(t) =3 V(t) = -5

Comme ¢ — Smt est continue sur [1, +ool, elle est donc localement intégrable. Soit 2 € [1, +o00|, par

intégration par partles :
T sint _ cost z cost
f t dt — - 1 t21‘
cosx + cos1 — j‘ Cost

Or limg 4 o0 (—% + cos 1) = cos 1 car & +— cosz est bornée. Donc, fl o %dt et f1+°° C‘;Stdt ont

A . o0 si N . s 2
méme nature. Par suite, || 1+ Sltﬁdt est convergente d’apres la question précédente.

Exercice 2.
On applique la transformée de Laplace a I’équation différentielle qui devient :

L(y" (1) + 2/ () +y(0)(s) = L{e™")(s)

Par linéarité de la transformée de Laplace, on obtient

Ly (£))(s) + 2Ly (1)) (5) + L{y(1))(s) = L{e™")(s) ()
On pose z(s) = L(y(t))(s). Or

L(y"(t)(s) = E(y(t))( ) — sy(0) — y/(0)
= s%2(s) car on veut y(0) = y'(0) = 0

Ly ))(s) = sLy®))(s) —y(0)

= sz(s) car onveut y(0) =0
et
L) = —
s+1
En remplacant dans (x), on obtient (s + 2s + 1)z(s) = SJ%I et donc z(s) =

(s
transformée de Laplace, on obtient la solution y de 1’équation de départ qui est y(¢

. En inversant alors la
th_t

+ )3
) =
Exercice 3.

I.1 Tout d’abord, il est clair que f, est une fonction continue sur R en tant que composee de fonctions

usuelles. D’autre part la fonction f, étant paire, on a f dr =2 f
Pour z > 1, nous avons 22 > x donc e™** < ™%, Or, pourt € [0, +o0], th _Ida: = [} =
—e~t 4+ 1 et limy—y 400 fg e *dxr = 1 donc f0+oo e *dx est convergente. C’est ainsi que d’apres le

théoreme de comparaison des intégrales généralisées de fonctions positives, il en est de méme pour
* fu(x)dx. Enfin, f, est continue sur I'intervalle fermée borné [0, 1] donc fol | fa(x)|dx converge et

donc fo | fa(x)|dz converge. C’est ainsi que 1’on montre que f, € L' (R)

Pour > 1, nous avons aussi ze ™ < ge T Or, pour t € [0,4o00[, par intégration par parties,



1.2

II.1

1.2

I1.3

III.1

1.2

fg xe Tdx = [fxe_x]fﬂrfg e dr = —te '+ [—e )b = —te ' —e T+ 1etlimy o0 fg xe Tdr =1
donc f0+oo xe *dx est convergente. C’est ainsi que d’apres le théoréme de comparaison des intégrales
généralisées de fonctions positives, il en est de méme pour ffoo fa(z)dz. Enfin, f, est continue sur
I'intervalle fermée borné [0, 1] donc fol | fo(z)|dx converge et donc fOJrOO | fo(z)|dx converge. C’est ainsi
que I’on montre que (z +— xf, (7)) € LY(R)

(On aurait aussi pu remarquer que lim,_, o 22 f,(x) = 0, par croissance comparée, ainsi par définition
de la limite, il existe un rang M7 > 1 tel que |22 f,(7)] < 1ie |fo(2)| < x% donc par le théoreme
de comparaison des intégrales généralisées de fonctions positives comme | AJZO m%dx est une intégrale
de Riemann convergente, il en est de méme pour |’ ]\J/fo | fa(z)|dx. Enfin, f, est continue sur ’intervalle
fermée borné [0, M;] donc fOMl | fa(z)|dx converge et donc f0+°° | fa(z)|dx converge. C’est ainsi que
1’on montre que f, € L'(R). On montre de la méme fagon que = +— x f, () est dans L' (R).)

F(f)0) = 2T fa@)e ™ da
x2
j_oooo ﬁeiﬁdm
On pose le changement de variable suivant u = a—f/i alors du = T\l/idx‘ On a donc :
F(f)0) = [T Jre ™ du
= # fj;o e~ du par linéarité
= 1daprésl'énoncé
On remarque que fq(z) = - 1277 @) ot u(z) = —% donc v'(z) = —-5. Ainsi, par le théoréme de
composition des dérivées,
1 x
fula) = = @) = =L f@) ()

On applique la transformée de Fourier a 1’équation précédente, ainsi :
x
F(fal@)(s) = F(=—5 fa(2))(5) (x%)

Or, d’apres le cours, F(f4(2))(s) = isF(fa(2))(s) et F(—% fo(2))(s) = 3 F(xfa(x))(s) = =3 x
iF(fa())'(s). Cest ainsi, que (**) devient :

isF (folm))(s) = ;—21 X iF (fa())'(s)

et on a donc bien :

F(fa(®))'(s) = —a’sF(fa(x))(s)

On a que F(fq(x))(s) est donc solution de I’équation différentielle y/(x) = g(x)y(x) avec g(z) =
—a?s, une primitive G de g est donc G(x) = 7a2252, par suite, F(f,(x)) est de la forme

704252

f(fa(x))(s) = C@G(f’f) — Ce

2.2

Or, F(fa(x))(0) = 1 par suite C' = 1 et F(fa(z))(s) = e~z  pour tout s € R.

D’apres le cours,

Flfar )(5) = F(Fa)(s) x F(f)(s) = e~ 55 x ™7 = ™5 Z F(f y)(9)

par injectivité de I’inverse de la transformée de Fourier.

Par injectivité de la transformée de Fourier,
1 2

e 2(a§+b2)
2m(a® 4 b?)

Jax fo= f\/a2+b2 =



