Intégrales généralisées - Réponses

Exercice 1 - Réponse
T oo ) =L

————— st confime et positive gur | 1 4=
iz Dt 4 n
L' intéerale est généralisée 3 la fois a la bomme let 3 la bome + <
tilizons Ia melation de Chasles
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Pour 1 int éorale I an vc:isi.nage de 1*

I= dx

1+ 1'5{:-: 1.'2,
dx

ICtlr_|‘ —l}m— i _—} comverge, en vertl de la positivitt et ducritere des équivalents
2x+1

et done 1 intézmale I; _|‘ dx conrerse
J{:-: 1}{x + 1

Pour l'int égrale I, an voizinazee de +
2

\II'_ 3.'2,

+ca
or T e o =—} corvere en vertl de la posifivité et du critére des Equivalents
2 2 2
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done I, =
aat iz =Dzt 4 1
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2x+1

L' inté I= ———— %X COonverge
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Exercice 2 - Réponse
ATcfanx

La fonction £(x) = ———— ezt continue etpositive sur ]III. +oc-[
X
L' intéerale est généralisée 3 la fois 4 la bome O et 3 1a bome + =
Tilisons la melation de Chasles:
+“ﬂrc1an:-: L AT tanx +e AT tan

I _|' —_—dx J'D o dx + -|' 2 d==I; +1I;

Ponr 1 it égmle I; au woisinage de 0F
1
P:.ICEIIKEFH et f{K}Dﬂ;F

L'intéorale I; conwerge +==f =r—lzl==T 22
Pour l'int égrale I an voi sinage de + <

ATCRRX ~ g et f{:-;}rvi

PO =
L' intéemale I; conveIge <o =r.=-1
+ra
Done 1int égrale I _|‘ P;rch.n d:-:cu:unverge #=]1ar =2

Exercice 3 - Réponse
L' intéorale est gfnfralisée & la fois 3 la bome O et & la bome 1
On nfilise la relation de Chasles:

1

Z Inx ! Inx

= Ij:':
0 f1-x +'r1 S -x
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dx =Ip + I,

oy 2 . Inx . e 1
Pour I'int égrale I;, la fonction £ix) = est confinme et négative sur ]D, —]
! = s 2
au voi sinage de OF i) = Inx
1]
1
1 1 —
2 - . 1 1
[ Inxdx=lm Inxdx = lim [xlnx-x] =-=In2 ——
a T =l M 2 2

I'intézmale I; converge

Pour I'irt Eerale I, au voisinage de 17, on pose £ =1-h
. Inx . In(l -k
lirn = lim

=l A1-E ot SR

puisgue In(l —h) = —h + o)

=0

- : In
on peut donc prolonger par confinuit: la fonction £ix) = 1,.-1—3 en pogant £l =0
—X
L' intéemale I, est urne intéerale définie done comverzente
. ! Inx
L'intégrle T = ——dx eat convergente
'r'i' J1-x =

Pour calculer cette int égrale, on effectne le changernent de var iable
i

1 1 1
L
I=2f In{l-t°)dt =2 I+t +2f Wil -y at
et en intéerant par parties
! nx
I
=

dx =4n2 -1

Exercice 4 - Réponse

La fonction f{x) = x_x est continue et positive SUI[]. +m[

X+
L' intéemale et génémlisée uniquerent & la bome + ==
Inx
v 4ea) )~ —
ot X

1
Pour e &, +oo alors Inx=1 et fix=—=-0
X

dx @ o P
Dr_r:m — (o =1} diverge en vertn de la positivite et du critere des équivalents
X

+

dorne _|'E

= ) + bod 5
dx diverse et dx diverse
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Exercice 5 - Réponse
La foncton £iz) = lmxz ezt confinue sur |0, +«[. L' intégrmle est géndmlisée i la fois 3
+X

Ia bome Oet i la bome + « Ufilisons la melation de Chasles

Inx oy Inx

I= Ij:-: ——dx =I; +1I
Ut 'rl 1+ 175

La fonction f est négative sur |0, 1] et positive sur |1 + <[

Pour 1 int égrale I au voisinage de 0F
Inx

i) =— ~ Inx
1+:-: nt

Il__|‘1 dx de e natire que_rl]n:-:uj:-:
ma.ls].rm_r1 Inx dx = ]Jm[:-:].nx :-::El
p—=0 p—

dnru:_ré Inx dx converze et [; =_|;:|1 1]':1—; dx conrerge

Pour I'int Egrale Iy au voizinage de + <=
Inx Inx
i) ~ — oI lim — =
+ Wt B -."E

Pour = suffisatnment grand

0 Inx
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=
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o peut aussi Ecrire nx i )]
o ai——
:{2’ xZ.'Z.
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dx 3
nais puisgue _|'1 o COnverze o _E}

4 e Inx
dors I =17 E dx converge

Inx
1+I-:2

et finalemment I =_|E|+m dx  converge.

Exercice 6 - Réponse
L' intéerale est gfnfmmlisée ala foisa la bome Oet 3 1a bome + =
On utilize Ja relation de Chazles

1 Esinx tea Esmx
I=1 —dx+

sinx
2
Pour 1'int égrale [; au voisinage de 07

dx =1; +1,

La fl:um:ﬁ;:unf::-:|—>~E

est positive sur] 0, +e [

Esinx 1 1
—_— - — =—1 et puisque f est de sighe cons fant
Wity p=ch e s 12ne

eh vertn du critere des équivalents I; converge

Pour I'irnt Eerale I, au woisinage de + <=

-1 sinx
[ [

VAN
gl 1
et puisgue _|'1 Edﬂ diverse iot =E} alors [ diverge

sinx

et par conséquent 1'int ézmale 1 =_|‘|:|+m ET dx diverze
X

Exercice 7 - Réponse

3 =ﬁ et continue sur |0, 1] et de sighe constan tsur ]0,1[

L' intéerale est génfralisée 3 la fois 3 la bome Oet & la bome 1
Tilisons Ia relation de Chasles
1 Inx L2 Inx 1 Inx

dx dx= + ———dx =1 +1
L= T =I, N Js Teil_x® 1+l
Pour I'int égrale 1) an voisinage de0®
a8
lim %% Inx =0
x—07t
pour x positif et petit f{:-:}~ mzx
* 4%
1
0+«-x¥lnz<l
Inx 1 Inx 1
et done 0 « —- = — 01 BNCOIR —— =o(—F)
1.'2, 33.'4 E :_:3.'4
L
. 2 dw 3 L Inx
Puiaque — B ==) converge alors ————— dx converze
que [ ae B=g 2 Is " 2

Pour 1 it Eorale I, an voisinage de 17
Bachant que Infl + h)~h en posant 1 +h =% on oblent Inx-~x -1
0 1

i o P —
':7‘3'1 (1 _mHe
Puizgue _|‘1 _dxnf (f =—} corverge alors _|' iﬂrd}: CONVETZE
2 (1-x) 12 (] -x)

et l'int ézrale I converze

P1é litn inaire

dx
Calows v ==

s
popZlooety o & dtnt2 J%_t o
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Intégrons par parties:

eh posant x =zin® t avec tE]EIE[

1=nx == 1=-

v_zi L
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12 || ].n:-:] z_r
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Exercice 8 - Réponse

In
fra) = — N est continue sur ]0.1] et towjours négative gur |0, 1]
(lexiyl -3

L' intéemale est génémlisée 4 la fois & la bome O et & la bome 1
tilizons Ia melation de Chasles
1 Inx iz 1 Inx

— A qw =
D sxl % Ty {1+:-:]|1.|| iz R -
Pour I'ind ézrale Iy au woisinage de 0%

f{:-:}nr:_]nx

I e dx =1 +1,

1
. E L'z ]_'nx
Puizgue _|'I:| Inxd= converge alors _|‘|:I W dx converse

Pour 1'intégrale I, an voisinage de 17
Sachant que In(l + hj~h en posant 1 +h = on obtient Inx-~x -1
0 1
~1-x

242
Om prolonge par cortiroité la fonction en 1 en posant £(1y =1 1 intégrale

alors £ ~ —
-

1
L =7 _]Ij:_d:-: ezt I'int Eorale d une fonction comntinne sur[zl. 1]

U2 w1zt
elle est donc converzents

Pour le caloul de Iint ézrale, on effectus le chanzement de variable = = cost
L Inx =% Incosx =% Incosx

1=y dx =] =r dx
O 4 x) I-Il—xz 0 l+rco3E 0 zcnszg

puiz I'aon I:u:use 1 =008 K

I _|‘ ]:n du que I'on intésre par parties
fma.]ﬂment
L Inx

I= de=In2 -Z
Jo {1+x}31_x3 2

Exercice 9 - Réponse
L' intéerale est gérémlisée ala foisd la bome Oet 3 Ja bome + =

On ufilize la relation de Chasles

Penr I'int éopale 1y, la fonction £ () =:3n—,f est positive sur | 0, [
Finx 1
TN xl

I; converge (Bp=—

et Tix) =

Pour 'int égrale I, la fonetion £(x) = g il est pas de signe cons tant sur | +e[
bl

pin x| 1

Py
“‘+m Smxﬂ)ﬂi + |sm:-:|dx -I_;m ;g;{_f I:D\'_ =§}

done I est absoloment cu:umrergente donc convergente

et lintégrale I =7 " 31.31:2 dx est converzents

Exercice 10 - Réponse
L' intéerale est gfnfmlisée urniquernent & la borne + e

La fonction £{z) =%Sll.u—1;£ﬂ est pas de signe constant sur [0, +e |
l+4x

+“1+zsmx + ] + 25inx
dx
e e SN e
1+2si 3
of ¥2ER  finxlzl= o SmE =
1+\'I? E
Puizgue l'mteg,mlﬂ_r = dx (o }cu:unverge l'mteg,mlﬂ_r 1+23m:-:|jx
T =2
T 1+;
bt

ezt absolument convergente donc convergente

Exercice 11 - Réponse
O int Bere par parties

+ra
2 cosx Finx 1+ zinx
—dx=|— = dx
h R [J:E] *oh g
+a
e terme [Sf:_x] CONVEIZE pmsqus ]Jm %&-_D
4

1
e = sinx
I' intezrale _|‘ Fd:-: est absolument convergente

et donc I __|' cjr— dx eat conrergents

cu:uszr-:_ 1 +|:|:|SZ:-:

Fappel:

b4 2H 2x

L' intégrale T =

+3 poad

dx est la sorrae d' une int égrals _|' ;E diverzente

et d une intégrale cu:unvergente_r m; 2Huj:-: (en intégrant par parties)

e u:u:uszr-:

L intégrale T =

dx ezt divergente

Exercice 12 - Réponse
Intégrons par partes

1 =—:.I n=- E
p
¥ =—COsX ¥ =zinx
I [_@]“ﬁ 1 COSX .
JE L e F
ik

>
lira [__'3'3”] existe
j .y E 1

ong X 1 dw 3
T HEL 3 ey
% xt
gl

05K
N dx converge abzolmment donc converge

2.
X
Dewx des tois expressions de I intégration par parties exdstent done la troisitne

BXp IEs3I0n existe anssiet I _|‘ =L d= convergg
Jx
I Inrsm{x+ }uj:-:+_|' ?sm{x+—}d:-: =l +Iy

Pour J; au woizinage de at

N1 1 ldx 1
|J1|£_|‘D}Esm{x +E}ﬂxi£ i i =5}

Done Jp est absolurnent convergents
Pour T, an mismage de + o
sihx

1 1 1 1
siniE +— }_ (sinzcos— +sin— cu:us:-:} {sm:-:+O{ n= + O — }
= V¥ % J_ x 3
Xz
t= 1
_|‘1 Of—r) dx est absolurment corvergents done cormvergerte
2
X

P
et I =_[' % dx converge done Ty converge

I _|‘ 1III._sm{:-: + —} d converge

Exercice 13 - Réponse

sinx 1 sinx COos X sinx si.n:-:u:-:us:-:

—_— =1 —+ — 4+

J= ], fosx ,_E[ i, {;.;}] J;; x " {_E-}

~x xt

+°°sj.n_:-: dx converse icf exercice 123

4 r =

2 zin 2 51
— -:1:-: converge donc _|‘

X .
) dx cOnverge Aussi

_|‘1 O{T} dx est absolurnent converzente donc convergente
:
oo

+ea j
sinx

I=[ —=————d= conwverge
1 /% +cosx

Exercice 14 - Réponse

. " o &
sinx 1 Finx Finx ginx sin x 1
— — =——1- o =—- of—
o 3 R St 8
% zt
g 1 —cogdx
Fappel sin x:T
= sin el
_|‘1 Td:-: converge et _|‘ z—dlverge
7 oos2x +e

dx t O dx
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+e o ginx
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Exercice 15 - Réponse
L' intéemale est génfralisée & la fois a la bome Oet & la bome 1

On ufilize la relation de Chaszles

1z Inx Inx
I=-ré Ed}{ + -rllnli- Elj:{=11+:[z

In 1
Pour 1'intégrale I;, la fonction (=) =1_:-: est continue et nézative SUI]D, 5]

1 1 2

I I : 1 1
et comme [ Inxdx =lim [ Inxdx = lim [xInx -] =——In2 ——

1] P H—0 m 2 2
'intézrale I converge.

In 1
Pour 1'intégrale I,, la fonction f£{x) __:-: est continue et négative SUII:E 1[
-

au voiszinage del”, on pose x=1+h

In Il +h n(l + b
lim — i Iiet) o, BORY ) owisque milsk~h
a—l” 1-% pep” 1-{1+W 1g- -k 0

“ . In
On pent donc prolonger par continnitd la fonction £ =1—K e posant £y = -1
-X
L' intéemale I; est une intégmle définie done cormerszente .

1 In
L' intéerale I=_|'I:I 22 dx est converzents
-X

O corsidere la foncton f oprolongée par continuit

X
X
Partons de I identité rervarquable

(1 —wilexe. . +xty=1-x""

n+1

Calpuloms T =f 1]n

) 1-x n
d'oll pour x =1 7 =lexs. . +x"= T ¥
-X

1 n n+l

et done ——= % F 2
-X 3o l-x

la somme ¥ porfant sur un nowbre fini de termes, par suite de la linéarité

—-X

1 n n+l
soit I=—jumx[ 5 }E‘f; ]-:1:-:
k=0

de I intégration, on peut pemmuter les symuboles & et T

La fonction e+ =f(x) est continue sur |0,1] et de limite nulle en0 (d o la nécessits
d' envisager la fonction =f(x)). Elle est donc bomée sur[o,1]
Soit M = sug [t (=) mwec B fird.

*=[0.1]

1 1
“‘ xf (x| <M ax =2 _n quand n— +
0 0 n+l

L[ ol en faizant tendre n wers linfini dans la relation (D
o1
- 2 Inxdx
}ED Ja

En int éorant par parties

F
1 o e _rElk = -

(k+ ot
:-: o)
Soit [ = —— = = -
_I' 1-x kzlil &+ 1yt pgl p* 6
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