TRANSFORMATION DE FOURIER : énoncé

Fonctions intégrables

Exercice 1 - Fonction triangle - Troisiéme année - *
Calculer la transformée de Fourier de la fonction triangle définie par :

14+x si —1<x<0
flz)=X 1—2 si0<z<1
0 sinon.

Exercice 2 - Semi-groupe de Poisson - Troisiéme année -
Pour o > 0, on pose f(z) = e~
1. Calculer la transformée de Fourier de f.

2. A l'aide de la formule de réciprocité, en déduire la transformée de Fourier de z —

3. Calculer f x f; calculer ainsi la transformée de Fourier de x — W

_1
1+22°

4. Déterminer la transformée de Fourier de z — ﬁ

Exercice 3 - Régularité - Troisiéme année - x

Soit f € L'(R) telle que & +— ¢ f (¢) € L'(R). Montrer que f coincide presque partout avec
une fonction g de classe C' sur R que I'on déterminera.
Exercice 4 - - Troisieme année - %%

Soit f € L'(R™) telle qu’il existe zg € R™ telle que f (zp) = 0. Montrer que I’espace vectoriel
engendré par les (7, f), © € R"™ n’est pas dense dans L'(R"), ott 7,.f(t) = f(t — z).

Exercice 5 - Non-surjectivité de la transformée de Fourier - Troisiéme année - %
On sait que la transformation de Fourier est une application linéaire continue de L'(R) dans
l’ensemble des fonctions continues de limite nulle & I'infini Cy(R). Le but de cet exercice est de
prouver qu’ainsi définie, la transformée de Fourier n’est pas surjective, c’est-a-dire qu’il existe
des fonctions de Cp(R) qui ne sont pas la transformée de Fourier d’'une fonction de L!(R). On
fixe f € L'(R), impaire.
1. Montrer que pour tout x € R, on a :

A

fa) = —2i /0 " F(t) sin(2rat)dt.

2. Prouver que la fonction ¢(z) = [7° $B%dy est définie, continue et bornée sur [0, +ocl.

3. Montrer que l'on a :
R f t +oc0 2TRx
/ F) 4 :/ 9 f(x) / S d.
1 t 0 2nx u

R § +o00
REToo/l fit)dt = —22'/0 f(@)p(2rz)dx.

4. Soit g la fonction définie sur R par

En déduire :

arctan x

S TCET)
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TRANSFORMATION DE FOURIER : énoncé

(a) Montrer que g € Cy(R).
(b) On suppose que g est la transformée de Fourier d’une fonction intégrable f. Montrer
que f est nécessairement impaire (presque partout).

(¢) En déduire que g n’est pas la transformée de Fourier d’une fonction intégrable.

Exercice 6 - Transformée de Fourier et produit de convolution - Troisiéme année - *

1. En utilisant la transformée de Fourier, montrer que ’algebre L' (R) ne posseéde pas d’unité,
c’est-a-dire qu’il n’existe pas de fonctions g € L*(R) telle que f x g = f pour tout f €
L'(R).

2. Resoudre dans L'(R) Iéquation f * f = f.

Exercice 7 - Semi-groupe de la chaleur - Troisiéme année - x
Pour ¢ > 0, on pose ¢ (z) = e~%/4  Calculer la transformée de Fourier de g:- En
VAart

déduire que ¢; x gs = gs4+¢ (la famille (g;) s’appelle semi-groupe de la chaleur).

Exercice 8 - Une équation intégrale - Troisiéme année - *
Le but de cet exercice est de rechercher des fonctions u intégrables telles que, pour tout
z € R,

u(x) = e Il 4 5/Re_‘x_slu(s)ds,

ou [ est un réel strictement positif.

1. Ecrire cette équation sous forme d’une équation faisant intervenir un produit de convolu-
tion.

2. En utilisant la transformée de Fourier, prouver qu’il existe une solution si et seulement si
B €]0,1/2[. Montrer qu’alors cette solution est unique. La déterminer.

Exercice 9 - Equation de la chaleur - Troisiéme année - xx

On considere une tige homogene tres mince de longueur infinie. La température de la tige
au temps t > 0 au point d’abscisse € R est notée u(t, x). On suppose que cette fonction vérifie
I’équation suivante, appelée équation de la chaleur :

%’; - % = (t,x) €]0, +oo[xR
(0, z) = up(x).

On suppose que ug € L'(R), et on cherche une solution & I’équation précédente, C* par rapport
a la variable temps, et C? par rapport & la variable d’espace.

1. Analyse : On suppose que 1’équation précédente posséde une solution u telle qu’il existe
une fonction g € L'(R) vérifiant, pour tout ¢ > 0,

9%u
@(t,x) <

ou

[utt, @) < g(2), |50 (¢ 2)

ou

Sg(x)v %(tvm) <

g(x), g(x).

On note F,(u)(t, z) la transformée de Fourier de u par rapport & la variable d’espace z :

Folw)(t, ) = /R u(t, €)e 2 g
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2.

(a) Montrer que

Montrer aussi que
0%u 0?
Fa ((93:2> = @]—}(u)

(b) Pour chaque x € R fixé, on note v(t) = F,(u)(t, z). Montrer que v est solution d’une
équation différentielle en t.

(c) Résoudre cette équation.

(d) En déduire la valeur de u - on rappelle que

1 2 An2£2¢
(e D)

Synthese : vérifier que la fonction u mise en évidence lors de 'analyse est bien solution de
I’équation de la chaleur.

Exercice 10 - Espace de Wiener - Troisiéme année - »xx
On note W = LY(R) N F(L'(R)), espace de Wiener constitué des fonctions intégrables qui
sont également la transformée de Fourier d’une fonction intégrable.

1.

o Gk w N

Montrer que f € W <= f e LY(R) et f € L'(R).

Montrer que f € W = f € LP(R) pour tout p € [1, +0o0].

Montrer que f € W <= f e W.

Montrer que si (f,g) € W? alors fxg € W et fge W.

Pour f € W, on pose N(f) = ||f|l1 + || f|l:. Montrer que N est une norme sur W.

Dans cette question, on va prouver que W, muni de la norme IV, est un espace de Banach.
Pour cela, on considere (f,,) une suite de Cauchy de W pour cette norme.
(a) Montrer I'existence de f € L'(R) et de g € L'(R) tels que ||f, — flli — 0 et
[fn = glls — 0.
(b) Montrer que f = g presque partout.
(c¢) En déduire que la suite (fy,) converge dans (W, V), puis que (W, V) est un espace de
Banach.

—Tx

On pose h(z) =€ 2, et on pose hy(z) = nh(z/n), dont on rappelle que c’est une unité

approchée.
(a) Prouver que si f € L'(R), alors f x h,, est continue.
(b) Prouver que si f € L'(R), alors f * h,, est dans W.
(a) Soit f € LY(R) N LP(R). Montrer que | f x hy — f|l, — 0.
(b) En déduire que W est dense dans LP(R) pour p € [1, +o0].
(a) Soit f € LY(R) N Cy(R). Montrer que ||f * by — f|loo — O.
(b) En déduire que W est dense dans Cy(R) muni de ||.||so-
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Exercice 11 - Non-surjectivité (bis) - Quatriéme année - xx

1. Soit g, U'indicatrice de [—n,n], et h l'indicatrice de [—1, 1]. Calculer explicitement g,, * h.
2. Montrer que g, x h est la transformée de Fourier de

fo= ) sin(2mnx) sin(27x).

3. Montrer que || fp|[1 — +o0.

4. En déduire que la transformée de Fourier n’est pas un opérateur surjectif de L'(R) dans
Co(R).

5. Montrer que son image est dense.

Exercice 12 - Une base hilbertienne de L?(R) - Quatriéme année - xx

1. Soit H un espace de Hilbert, et E un sous espace vectoriel de H.
(a) Montrer que (E+)*+ =E.
(b) En déduire E+ = {0} si, et seulement si, £ est dense dans H.

2. On suppose désormais que H = L?(R). Le but est d’étudier la famille (x"e*‘pz/ 3.
(a) Montrer qu’il s’agit d’une famille libre.

(b) Supposons qu’il existe une fonction h € H telle que <h,x”e_$2/2> = 0 pour tout n.
Montrer que la transformée de Fourier de z +— h(x)e‘xQ/ 2 est bien définie, et est de
classe C*°. On note g cette fonction,

g(t):/eme/Qh(x)edi”td:c.
R

Que vaut g™ (0)?
(¢) Montrer qu’a ’aide de la formule précédente, on peut en fait définir g comme fonction
holomorphe sur C. Que dire de g?
(d) En déduire que h = 0.
3. (a) Démontrer que la famille s’orthonormalise en une famille (H,(z)e™**/2), ot H, est
un polynome de degré n (que 'on ne demande pas de calculer). Que dire de la famille

(Hp(x)e /2)?

(b) Démontrer que les H,, sont égaux, & un coefficient pres (que 1'on ne demande pas de
calculer), aux polynomes de Hermite

22 d"” 2

Hy (o) = (=16 T (e ™),

Cas L2
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Exercice 13 - Fonction triangle - Troisiéme année - x
On rappelle que la transformée de Fourier de la fonction triangle définie par :

142z si —1<x<0
flz)y=X 1—2 si0<z<1
0 sinon.
4 f — sin2(71't) +00 sinx
est f(t) = =z~ Calculer [ 2 Ldx.

Exercice 14 - Sinus cardinal - Troisiéme année - x

1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction caractéristique d'un intervalle [a, b].

2. Soit O(x) = % La fonction 6 est-elle dans L' ? Dans L?? Calculer sa transformée de
Fourier-Plancherel.

Exercice 15 - Fourier et Fourier-Plancherel - Troisieme année - %%
Pour f € L*(R), on note f la transformée de Fourier de f. Pour g € L?(R), on note F(g) la
transformée de Fourier-Plancherel de g.
1. Soit f € LY(R) et g € L%(R). Parmi les deux formules suivantes, laquelle peut avoir un
sens ? o
frg=[xF(g) ou F(f*g) = [F(9)-
La démontrer.

2. Soit f,g € L*(R). Parmi les deux formules suivantes, laquelle peut avoir un sens ?

F(f)* Flg) = F(fg) ou F(f) x F(g) = fg.

La démontrer.

3. On note f,(x) = w Déduire de la question précédente f, * f3, avec a,b > 0.

4. Montrer que ’équation fxf = f, ou f € L?(R) admet une infinité de solutions. Comparer
avec le cas ot f € L'(R).

Exercice 16 - Densité - Troisiéme année - »x
On rappelle qu'une partie A d’un espace de Hilbert H est totale dans H (ie vect(A) est
dense dans H) si et seulement si A+ = {0}.

1. Soit f € L2(R") et € R™. Montrer que F(7,f)(y) = e 2@ F f(y) pour presque tout
y € R™

2. Soit f € L*(R") telle que F(f) = 0 sur un ensemble A de mesure strictement positive.
Montrer qu’il existe g # 0 telle que (g, h) = 0 pour tout h € vect(r,f; = € R™).

3. En déduire que si vect(7, f;z € R™) est dense, alors F(f) # 0 presque partout.

4. Réciproquement, on suppose que F(f) # 0 presque partout, et on suppose que g L

vect(7, f;x € R™). Montrer que la transformée de Fourier (ordinaire!) de F(f)F(g) est
identiquement nulle. Conclure que vect(7, f;x € R™) est dense.

Exercice 17 - Une projection - Troisiéme année - xkx
On rappelle les résultats suivants :
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~Si f,g€ L2(R), alors fg = F(f)*F(g).
- .7-"(1_%1@]) = sin@maz) o réciproquement F(sinz/x) = m X 1{_1 /271 /2]

T
Pour f € L*(R), on pose

siny

Pf@ = [ Ha=n™

1. Justifier que Pf est bien définie et est une fonction continue.

dy.

2. Montrer que Pf € L?(R) (on s’aidera des rappels, et on pourra écrire f = F(g)).
3. En déduire que ||Pfll2 < || fll2, et que Po P = P.

Le cas de S(RY)

Exercice 18 - Produit et produit de convolution - Troisiéme année - x
Soient f et g deux élements de S(R). Justifier que fg et fxg sont encore éléments de S(R).

Exercice 19 - Une estimation d’intégrale - Troisieme année - *
Soit (z,y) — f(z,y) une fonction de S(R?).

1. Montrer que

2. Obtenir une estimation du méme type pour ‘

2 ‘

Exercice 20 - Principe d’incertitude d’Heisenberg - Troisiéme année - xx
Soit ¢ € S(R) & valeurs réelles, telle que [ ¢? = 1.

0% f
0xdy

- oot o]
2

82f 82f
522 T 52

.
3. En déduire que
0’f  0°f

82f
522 T o7

0xdy

2 ‘ 2

1. Montrer que

2 [t/ (t)p(t) = 1.
R

(/}I§w2’¢(w)|2>1/2 </th|<p(t)|2>1/2 . ﬁ

3. Dans quels cas a-t-on égalité ?

2. En déduire que
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