Exercices - Transformation de Fourier : corrigé

FONCTIONS INTEGRABLES

Exercice 1 - Fonction triangle - Troisiéme année - x
Sans détailler les calculs, et en faisant notamment une intégration par parties, on a :

0 : i 1 e?int
1 —217r§xd _ _ )
/_1( + x)e €T 27.[.5 + 47.‘.252 47’l’2§2
De méme, on trouve

1 ) _ 1 e—2i7r§
1 — ple2inéeg, — —* -~ & "
/0 ( T)e L oré + Am2€2 4r2¢2

On en déduit :
5o sin?(wg)

f(i)—ng-

Exercice 2 - Calcul d’une transformée de Fourier par résolution d’une équation
différentielle - L3/Math Spé - *x
On remarque d’abord que f est bien définie pour tout x. En effet, on a
ot
< —

—t
Leitx .
‘Ji =i
1

Cette fonction est intégrable sur [0,4o00[, car en 0 elle est équivalente a N qui est intégrable

(intégrale de Riemann), et, au voisinage de +o0, elle vérifie

e—t

Vit

Prouvons également que f est de classe C'!. Pour cela, on remarque que la fonction

1

<5

—t
g:(x,t) — € e

Vit

admet en tout point de Rx]0, 4+00[ une dérivée partielle par rapport a = égale a

itx

gg(x,t) = ivte tel?,
x
De plus, on a, pour tout x € R,
0
89(33,75)‘ <Vte
x

et la fonction apparaissant a droite dans 'inégalité précédente est intégrable sur |0, +oo[ (elle
est continue en 0, et au voisinage de +oo0, elle est négligeable devant 1/¢2). On en déduit par le
théoreme de dérivation des intégrales a parametres que f est dérivable, avec

f(z) = /O+OO ivte e,
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Exercices - Transformation de Fourier : corrigé

On exprime le membre de droite de cette égalité en fonction de f grace a une intégration par
parties, en posant v(t) = v/t et u(t) = m%le(“”_l)t. Puisque u(0)v(0) = 0 et limy_4 o0 u(t)v(t) =
0, on en déduit

/ —1 oo et itx
flx) = Nir =1 Jo We dt
—i(—ix — 1)

ECEDRAR
T+

= mf(fc)-

Il ne reste plus qu’a résoudre cette équation différentielle. On 1’écrit sous la forme

o T 1

F @) Ta@Er

ce qui donne

1 .
In|f|= Zln(az2 +1)+ %arctan(m) + K.

On en déduit qu’il existe une constante C € R telle que
flz) = 0(562 + 1)1/4 exp (; arctan x) )

On détermine la valeur de la constante C' en calculant f(0) = C. On a par ailleurs

o= [T g [Ty
= ——dt = / e “du
0= [ 7 0

en effectuant le changement de variables ¢ = u2. Utilisant le rappel, on trouve que C = /7.

Exercice 3 - Semi-groupe de Poisson - Troisiéme année - x
1. On a :

" +oo ) 0 )
fl) = / e(—a—=2im)z 1. + / ela=2im&)z 7.
0 —00

1, 1
a+2imé a—2unE a2+ 4n2€2’

A

1
2. Pour o =27, f(&) = T(1+a?)’
f(—=x). La transformée de Fourier de = ﬁ est donc x s m x e~ 27zl

Cette fonction étant dans L', sa transformée de Fourier est

3. On commence par calculer le produit de convolution. On a :
f*f(aj‘) = / e_a(|'7:_y‘+|y|)dy
R

0 o¢]
_ / o-ollz—yl-) | /+ e—alle=ul+0) gy
—00 0
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Exercices - Transformation de Fourier : corrigé

Siz>0,ona:

0 T 400
fxf(x) = / e*a(wfzy)dy—i-/ e”“dy + e y=2)qy

La fonction f étant paire, f « f Dest aussi, et on a donc f x f(x) = e~ (|z| + 1/a).

Maintenant, la transformée de Fourier de cette fonction, pour o = 27 est z — ﬁ,

puisque la transformée de Fourier transforme le produit de convolution de deux fonctions

en produit usuel. On applique une fois encore la formule d’inversion de la transformée de

Fourier (ce qui est légitime puisque toutes les fonctions sont intégrables). La transformée
e~ 2l (|z] + 1/2m)

. 1 .
de Fourier de =z — T2 est la fonction x — 2 .

4. Remarquons que la dérivée de la fonction x +— ﬁ est x — ﬁ En utilisant les

formules habituelles sur l'influence de la dérivation sur le produit de convolution, on en

déduit -
i) © - o7 (@ (52)©

= —% X 21’775.7-"( ) (&) = —im?ge el

1+ 22

Exercice 4 - Régularité - Troisiéme année - x

Prouvons d’abord que f € L'(R). Puisque f est continue, f est bornée sur [—1,1] ce qui
justifie la convergence de [!, |f(€)|d¢. D’autre part, si [€] > 1, on a [f(€)] < |€£(€)], ce qui
prouve la convergence de 1+°° \ f (&)|d€ ainsi que celle de f:olo | f (&)|d¢. Maintenant, d’apres la
formule d’inversion de la transformée de Fourier, f est égale presque partout & la fonction

g(z) = /]R a3

Mais il est clair que cette fonction g est de classe C! (ou bien parce qu’il s’agit de la transformée
de Fourier conjuguée d’une fonction h tel que x +— xh(x) est intégrable, ou bien en dérivant
directement sous le signe intégrale).

Exercice 5 - - Troisiéme année -

On note A I'espace vectoriel engendré par les translatées (7, f), et B son image dans Cy(R™)
par la transformée de Fourier. Soit g € B, alors, l'effet de la transformée de Fourier sur une
translation entraine l'existence d’'un entier p, de complexes A1,..., A, et de réels x1,...,x, tels
que g(t) = M@ F(f)(t)+- - -+ \pe®  F(f)(t). En particulier, g s’annule en x, et ainsi B n’est
pas dense dans Co(R™). Si A était dense dans L'(R"), alors F(A) serait dense dans F(L!(R")),
et donc (par transitivité) dense dans Cp(R"™).

Exercice 6 - Non-surjectivité de la transformée de Fourier - Troisiéme année - xx
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Exercices - Transformation de Fourier : corrigé

1. On découpe l'intégrale en 2, et on fait le changement de variables u = —t dans la premiere
intégrale :

A +oo .
f(ﬂj‘) — / f —zQﬂxtdt+/ —127ractdt
+oo .
— _/ f() Qlthdt+/ 67127rxtdt
0
+o0o
S / F(b) sin(2mat)dt.
0

2. D’abord, la fonction u > sinu

D’autre part, il est bien connu que, si la fonction u —

est continue sur [0, +oo[ une fois prolongée par 1 en 0.
silu yest pas intégrable, 'intégrale

X
sinu
/ du admet une limite quand X — +oo. Il suffit pour cela de faire une intégration
1

U
par parties :

X o X X

sin u — CcosUu cos U
/ du = { } - / 5—du,

1 U u 1 1 u

la premiere quantité admettant une limite si X tend vers +oo, tandis que la fonction
COosS U

u — 5% est intégrable sur [1,+oo[. Ceci justifie donc que la fonction ¢ est définie.
D’autre part, elle est continue sur [0, o0, car :

oot n) —oe) =~ [ Iy,

u

et ceci tend vers 0 si A tend vers 0. Enfin, ¢ admet 0 pour limite en +o0o : on en déduit
qu’elle est bornée sur [0, +o00].

3.Ona: A
R f(¢ R +oo _9;
/ &dt = / (/ —Zf(x) Sin(27r:zt)dt) dz.
1t 1 0 t
Remarquons que h(t,z) = =2 f(z) sin(2nxt) est dans L'([1, R] x [0,+00]) : on a en effet

n(t,2)] < 21 (),

et la fonction majorante est clairement intégrable sur [1, R] x [0, +-o00[. Utilisant le théoréme
de Fubini, on en déduit :

/1R fit)dt _ /0+oo 9if(a) </1R sin iﬂxtdt> d
+o00 ) 27 Rx sin u
= /0 —2if(x) (/zm; - du) dx.

<f2 7R slnudu) — f(x)p(2mx) si R — +o0. D’autre part, on a :

/27rRx Sinudu = ¢(2mz) — ¢(2mRx).
2

T u
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Exercices - Transformation de Fourier : corrigé

Comme la fonction ¢ est bornée sur R, on obtient :

27 Rx inu
‘f(ar) (/ = du)

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et on obtient :

< 2[[@lloo S ()]

R f +o00
Rgrfoo/l fit)dt = 722'/0 f(@)p(2mz)dx.

4. (a) Clest quasi-évident !

(b) Remarquons que g est impaire. On note h(z) = —f(—=z). La transformée de Fourier
de h vérifie :

O = [ fw)e s

= —/ f(z)e?™ % dy;
R

= —9(=8§) =9(&) = f(&)-
Par injectivité de la transformée de Fourier, on en déduit que f(x) = —f(—x) pour
presque tout x.

(¢) Au voisinage de +00, on a :
o)
t  4tln(t)’

et il est bien connu que cette derniére fonction n’est pas intégrable (cas d’une in-
tégrale de Bertrand divergente). Si g était la transformée de Fourier d’une fonction
intégrable, par les questions précédentes, 'intégrale 1+°° @dt convergerait. Ce n’est

pas le cas : la transformation de Fourier n’est pas une surjection de L(R) sur Cp(R).

Exercice 7 - Transformée de Fourier et produit de convolution - Troisiéme année - x

1. Puisque f et g sont dans L'(R), et que la transformée de Fourier transforme le produit
de convolution en produit de fonctions, on a

VEER, f(€)4(€) = f(9).

Puisque ceci est vrai pour toute fonction de L*(R), et qu’il existe des fonctions f de L'(R)
telles que pour tout & € R, f(f) # 0, on a §(§) = 1 pour tout £ € R. Maintenant, on
sait que la transformée de Fourier d'une fonction de L'(R) tend vers 0 & l'infini, il n’y a
aucune fonction g telle que §(¢) = 1 pour tout £ € R.

2. On compose une fois encore par la transformée de Fourier. On a :

A

VEER, F2(&) = f(&) —= F(OI-Ff(©)=0.

On en déduit que pour tout £ € R, f(f) = 0 ou 1, mais comme f est continue, on a
forcément f (&¢) = 1 pour tout £ ou f () = 0 pour tout {. Comme auparavant, le cas
identiquement égal a 1 est impossible, et donc f (&) = 0 pour tout &. Par injectivité de la
transformée de Fourier, on en déduit que f = 0 presque partout.
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Exercices - Transformation de Fourier : corrigé

Exercice 8 - Semi-groupe de la chaleur - Troisiéme année - x

N 71—2
On sait que si fy(z) = e~l#I” alors on a f,(z) = (g)n/2 e~ " I=I” 11 suffit maintenant
d’observer que ¢(z) = \/%ﬂtfl/u(x). Il vient :

1

th(x) — — \/Ref47r2tx — 6747r2t302‘

D’autre part, on a :

~ A _ 2 2
Fge* q5)(2) = Geds(@) = e ™ T = F(ge4y) ().
Par injectivité de la transformée de Fourier, on en déduit que g: * gs = ¢s+¢-

Exercice 9 - Une équation intégrale - Troisiéme année - x

1. En posant f(z) = eIzl il est clair que cette équation peut aussi s’écrire u = f+Buxf.
2. On suppose qu’il existe une solution u intégrable. En appliquant la transformée de Fourier,
on vérifie que 4 vérifie :

A

o 2
1—8f (1—28)+4mw2¢?’

U=

ol on a utilisé le fait que f(&) = ﬁ. Dans le cas ou 8 > 1/2, ceci définit une fonction
qui n’est pas continue sur R puisqu’elle n’est méme pas définie en un point. L’équation
n’admet donc pas de solution. Si § < 1/2, l'injectivité de la transformée de Fourier fait
qu’il n’existe qu'une seule solution, qu’on détermine en inversant la formule précédente.

On trouve : .
— = —\/1-2p]a]
u(z) me '

Exercice 10 - Equation de la chaleur - Troisiéme année - *xx

1. (a) D’abord, on a
du _ “dintz 5, OU
Fo () ) = [ emeag e e,

De la majoration

%(t,&)‘ < g(§), on déduit que I'on peut permuter les symboles
d’intégration et de dérivation, et finalement on a :

7 (‘;‘) (t,2) = 8@(“) (t,2).

. 2 . , . . 2
D’autre part, puisque % et % sont intégrables, on a aussi, par une double intégra-

tion par parties :

F. (%) (t,z) = (2imz)? Fpult, z)
x 8x2 Y - T ) .

(b) Le fait d’appliquer la transformée de Fourier sur 1’équation initiale donne, pour x
fixé :
V' (t) + 4r’zPo(t) = 0.
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Exercices - Transformation de Fourier : corrigé

(c) On résoud cette question pour tout x € R fixé. On trouve :
~ —4n2z2t
a(t,x) = h(zx)e .
Mais u(0, z) = ug(z) et donc on en déduit 4(0,x) = Gp(x), ce qui donne :
a(t,z) = dg(z)e ™7

(d) Remarquons que l'on a :
a(t,x) = F (ug * dr)

ol ¢; est la fonction donnée par ’énoncé. Par injectivité de la transformée de Fourier,

on obtient
(1) = () x | — -
u(t,r) = ug(x ——exp|——1]].
0 VATt P 4t

2. Par les propriétés du produit de convolution, il est facile de vérifier que u est C? par
rapport a x, la dérivée s’obtenant en dérivant la deuxieéme fonction intervenant dans le
produit de convolution. En utilisant la décroissance tres rapide de x +— e_x2, on trouve
que toutes les dérivées sont intégrables. Enfin, il suffit de suivre les calculs pour trouver
que ’équation aux dérivées partielles est vérifiée.

Exercice 11 - Espace de Wiener - Troisiéme année - x*

1. D’abord, si f € W, alors par la formule d’inversion de la transformée de Fourier, f (x) =
g(—z) ou g est défini par § = f. Donc fe L'(R). Réciproquement, si f € L'(R) est
telle que f € LY(R), il suffit de poser g(z) = f(—x), et la méme formule d’inversion de la
transformée de Fourier donne le résultat !

2. Soit g € L*(R) tel que § = f. Par les propriétés de la transformée de Fourier d’'une fonction
intégrable, f € L>. D’autre part, par hypothese, f € L'. Pour montrer que f € LP, avec
p €]1,400], on peut remarquer que :

FOP < IFIEF @)

ce qui donne le résultat.

3. D’abord, si f € W, f est clairement dans W puisque c’est la transformée de Fourier
d’une fonction intégrable. La réciproque est presque évidente en utilisant la formule de
réciprocité de la transformation de Fourier. En effet, si f € L'(R), on sait que f = § ou
g(z) = f(—x). Ce qui prouve le résultat.

4. D’abord, les propriétés du produit de convolution entrainent fxg € L'(R). D’autre part,
sif=/fietg=di,ona F(figq1) = fix g1 = f*g. Il suffit donc de vérifier que f1g1 est
intégrable : mais ceci vient du fait que f; et g; sont encore dans W d’apres la question 2.,
et sont donc dans L? d’apres la question 1. Et le produit de deux fonctions de L? est dans
L. Pour le produit, c’est presque pareil. Il est dans L' car les fonctions f et g sont dans
L?, et on a F(fi1 *xg1) = fg. Enfin, f; x g1 est intégrable comme produit de convolution
de deux fonctions intégrables.

5. Il suffit de vérifier les 3 axiomes, ce qui se fait aisément d’aprées les propriétés de la norme
et la linéarité de la transformation de Fourier.
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6.

(a)

(b)

Remarquons que 1fn = Follt < N(fa = fp) et [[fu = folli < N(fa — fp) : les suites
(fn) et (fn) sont de Cauchy dans L'(R), qui est complet, ce qui donne I’existence de
fetg.

Par continuité de la transformation de Fourier de L*(R) dans Co(R), on a || f, —
flloo = 0. Fixons maintenant A > 0. De I'inégalité

A . A
150 = fut)lae < 241 fu = il

on déduit que (f,) tend vers f dans L'([—A, A]). Maintenant, on a aussi (f,) qui
tend vers g dans L'([—A, A]). Par unicité de la limite, f = ¢ pour presque tout
x € [-A, A]. A étant choisi arbitraire, en prenant une suite (Aj) qui tend vers +oo,
on en déduit que f = g presque partout.

On résume les travaux précédents : la fonction f précédemment exhibée est dans
I’espace de Wiener, puisque sa transformée de Fourier est intégrable. En outre, on
vient de prouver que N(f, — f) — 0. C’est que (f,) converge vers f pour N dans
W, ce qui prouve la complétude.

Il s’agit d’une application immédiate du théoreme de continuité sous le signe inté-
grale, une fois le produit de convolution écrit sous la forme

F 5 () :/Rhn(x—t)f(t)dt.

Remarquons d’abord que f * h,, est bien élément de L' (car h,, € L®). D’autre part,
m = f hy qui est élément de L! car f est élément de L>(R) et hy, est élément de
L'(R). C’est une conséquence de la question 3., car h, € W : h,, est une gaussienne
et la transformée de Fourier d’une gaussienne est une gaussienne (c’est-a-dire une
fonction du type x — e_‘wz).

) C’est une conséquence "standard" des propriétés des unités approchées.

f * h,, est dans W, et converge vers f : on en déduit que W est dense dans L'(R) N
LP(R), pour la norme de LP(R). Maintenant, L'(R) N LP(R) est dense dans LP(R),
puisqu’il contient les fonctions continues a support compact. D’ou le résultat.

) Ce fait est & nouveau une propriété "standard" des unités approchées.

C’est le méme raisonnement que précédemment, car une fois encore, les fonctions
continues & support compact sont denses dans Cy(R).

Exercice 12 - Non-surjectivité (bis) - Quatriéme année - xx

. C’est juste un petit calcul a faire... On trouve que g, *h(x) = 2 si x est dans [-n+1,n—1],
vaut 0 si = est hors de [—n — 1,n+ 1], et est linéaire sur [-n—1,—n+1] et [n — 1, n+1].

. On va en fait calculer la transformée de Fourier de g, x h. On a

A~

}_(gn * h) = gnh.

Un calcul facile montre que

sin(2mrax)

‘F(l[—a,a])(x) =

™

http:
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En particulier, on remarque que F(g, x h) est dans L*(R). La formule d’inversion de la
transformée de Fourier nous dit que

?(fn) =gn* h.

On conclut en remarquant que F et F coincident sur les fonctions paires.

. On utilise le fait que si t € [0,7/2], sin(t) > 2t/x. Il vient

sin(2nmzx) sinu

u.

1/4 (nm/2)
HanC/ wzc/
0 0

Ceci tend vers +o0o quand n — +oo car la fonction u +— sin(u)/u n’est pas intégrable.

u

Si la transformée de Fourier était surjective, puisqu’on sait qu’elle est injective et que
L'(R) et Cy(R) sont des espaces de Banach, elle serait automatiquement un isomorphisme
d’espace de Banach. En particulier, la réciproque serait continue, et il existerait C > 0
telle que, pour tout f de L'(R), on aurait

I lloe = CI£]1-

C’est impossible, en testant cette inégalité avec f = f,, (la transformée de Fourier de f,
est bornée par 1).

. La transformée de Fourier étant un isomorphisme de I’ensemble S(R) des fonctions a

décroissance rapide, son image contient S(R). Il est aisé de vérifier que S(R) est dense
dans Cp(R).

Exercice 13 - Une base hilbertienne de L?(R) - Quatriéme année - %x

1.

(a) Prenons y € E. Alors clairement, y € (E+)*. Ceci montre que E C (E+)*. Puisque
ce dernier ensemble est fermé, il contient méme E. Prenons maintenant y ¢ E. E
étant une partie convexe fermée d’un espace de Hilbert, iy se décompose en y = yo+y1,
ouyg € Eety € E . En particulier, y; € E+. Mais alors, (y,91) = ||y1|> # 0, et
donc y ¢ (E+)*.

C’est immédiat !

—_~
» O
SN—

) Laissé au lecteur.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que, quel que soit n, la fonction z :L‘”h(m)e_xQ/ 2
est dans L'(R). Ceci justifie la définition de la transformée de Fourier et le fait qu’elle
est C'°. En outre,

=

g™ (0) = (h, x"e_xQ/Q) = 0.
(c) Soit R > 0. Pour |z|] < R, on a

’h(x)6—12/26—2i7rzz < ’h(x)|e—x2/2€27rRa:‘

La fonction qui majore est intégrable : ceci suffit a justifier que la formule
g(z) = / e*zz/Zh(x)e*Q““dx
R

définit une fonction holomorphe sur C. Comme toutes ses dérivées en 0 sont nulles,
on sait bien que g = 0.
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(d) L’injectivité de la transformée de Fourier assure que h = 0.

3. (a) Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt garantit ’existence d’une telle
famille. En outre, d’apres les questions précédentes, ’espace vectoriel engendré par
la famille (Hn(x)e*lﬂ/ 2) est dense dans L?(R). Cette famille est donc une base hil-
bertienne de L?(R).

(b) Par unicité dans le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidst, il suffit de prou-
ver que, pour m # m, on a

I = (Hi(x)e ™2 H: (x)e " 1?) = 0.

Supposons par exemple n < m, on a

I = /exzd(er)d(ex2)
R

dz™ dz™
_ / Po(a)-L (=) da
kT  dem ’

1l suffit maintenant de prouver que, si k < m, on a

am 2
/Rx e (e )dz =0,

ce qui se fait en réalisant k intégrations par parties!

Cas L?

Exercice 14 - Fonction triangle - Troisiéme année - x
On sait que la transformée de Fourier-Plancherel est une isométrie de L?(R) sur lui-méme.
En utilisant cette isométrie (relation de Parseval), on en déduit

[ ppar = [

NS oo Tz

Avec le changement de variables y = mx, et en calculant la premiere intégrale, on trouve
+oo gint o 7r
dr = .
0 x 3

Exercice 15 - Sinus cardinal - Troisiéme année - x

1. On a:

>

. b
(f) — /6_22ﬂgml[a,b](x)dx:/ 6—127r§xdl,
R a

6—2ib¢r£ _ e—2ia7r§

= —2mé
b—a sinon.

sia#b
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2. C’est un résultat bien connu que 6 est telle que [ 0(t)dt admet une limite quand z — 400,
sans que 6 n’appartienne & L!(R). Pour le prouver, on peut par exemple utiliser

|sint| _ sin?t _ 1  cos2t
> >
t -t T2t 2t

On conclut car [; 2-dt tend vers Iinfini, alors que [ <52 converge si  — +o00. En re-

vanche, il est clair que 6 appartient a L? (précisons simplement qu’il n’y a aucun probléme
de convergence en 0 ou la fonction est prolongée par continuité en posant 6(0) = 1). I
est donc légitime de calculer la transformée de Fourier-Plancherel de 6. Il est difficile de
calculer directement cette transformée. Mais remarquons que, si f(z) = 11_1 /25,1 /27 (7),
la question précédente nous donne

On utilise la transformée de Fourier conjuguée, et on obtient :
O(z) =7f(—x) = Tl 1/27,1/2n] (z).
Exercice 16 - Fourier et Fourier-Plancherel - Troisiéme année - %

1. Le produit de convolution d’une fonction L' et d’une fonction L? étant une fonction L?, la
seule formule qui peut avoir un sens est la deuxieme. On la démontre par densité de S(R).
Soit en effet (g,) une suite de fonctions de S(R) qui converge vers g. Alors f * g, est un
élément de L' N L2, 14 ot les transformées de Fourier et de Fourier-Plancherel coincident.
On a donc :

]:(f*gn):f*Agn:ngn:f]:(gn)'

La transformée de Fourier-Plancherel étant continue, on a F(g,) — F(g). Il reste a
remarque que

If *xgn — f*gllz < | fll1llgn — gll2 = 0,

et d’utiliser a nouveau la continuité de la transformée de Fourier-Plancherel pour obtenir
le résultat.

2. Puisque f et g sont tous deux dans L?(R), leur produit est dans L'(R), seule la deuxiéme
formule peut avoir un sens! On démontre alors cette formule de la méme fagon que la
précédente... Elle est vraie si f et g sont tous deux dans S(R) -prendre par exemple la
transformée de Fourier conjuguée, puis on proceéde en prenant une suite (f,,) qui converge
vers f et une suite (g,) qui converge vers g...

3. Posons g, = 1|_4/2,4/2(), de sorte que F(ga) = go = fa- D’apreés la formule précédente,
on a

Jax fo :}—(ga)*}—(gb) = gagb = fe,
ot ¢ = min(a, b).

4. Chaque fonction f, est solution de ’équation.... alors que dans L!(R), cette équation n’a
pas de solution non nulle!
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Exercices - Transformation de Fourier : corrigé

Exercice 17 - Densité - Troisiéme année - xx

1. Cette formule est vraie si f € L'(R")NL?(R™) (on peut faire le calcul effectif). On conclut
par densité.

2. Puisque la transformée de Fourier-Plancherel est une isométrie, on a: (g, h) = (F(g), F(h)).
Maintenant, si h est dans vect(7, f; x € R"), il existe un entier p, des complexes A1, ..., A,
et x1,...,2p tels que F(h)(y) = (A1e= 27 ... 4 \e~2m%Y) F(h)(y). On considére une
fonction g; € L2(R™) non nulle presque partout et telle que g; = 0 1a ou F(f) # 0. Alors
(g91,F(h)) = 0 pour tout h comme précédemment. Puisque la transformée de Fourier-
Plancherel est un isomorphisme, il existe un élément g € L?(R™) non nul tel que F(g) = g;.
Pour ce g, on a (g,h) = 0.

3. D’apres la question précédente, et en utilisant le rappel du début de 'exercice, si F(f)
est non nul sur un ensemble de mesure positive, alors vect(7, f;z € R™) n’est pas dense.
Par contraposée, on déduit le résultat demandé.

4. En raisonnant comme précédemment, pour la fonction h = 7, f

[, FaFTEy o

Puisque = peut-étre choisie arbitrairement, la transformée de Fourier de la fonction F(f)F(g)
est identiquement nulle. En particulier, par injectivité de la transformée de Fourier,
F(f)F(g) est identiquement nulle, ce qui entraine F(g) = 0 par hypotheése sur f, puis

g=0.

Exercice 18 - Une projection - Troisiéme année - x%k

1. 1l s’agit du produit de convolution de deux fonctions de L2.

2. Attention, ceci n’est plus conséquence des résultats classiques sur le produit de convolu-
tion. Simplement, puisque sinz/7x et f sont éléments de L?(R), il existe g et h éléments
de L?(R) tels que sinz/mx = F(h) et f = F(g). On a alors :

Pf =1 (S5)« s = Flo) +F ) = gh.

s

Il reste a remarquer que la fonction h est U'indicatrice du segment [—1/27,1/27]. Elle est
bornée et donc gh € L?(R) N L' (R). Par coincidence de la transformée de Fourier et de la
transformée de Fourier-Plancherel sur ces deux espaces, on en déduit que F(gh) € L*(R).

3. Soit f € L*(R) quon écrit f = F(g). On a :

1
1Pfllz = —llF(gh)l2
= llghll2
< llglla = 1712

D’autre part,

PoP(f) = P(F(gh))
= F(gh?).

On conclut en remarquant que gh? = gh.
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LE cas DE S(RY)

Exercice 19 - Produit et produit de convolution - Troisiéme année - x

Pour le produit, c’est tres facile en utilisant la formule de Leibniz pour la dérivée par exemple.

Pour le produit de convolution, le mieux est d’utiliser la transformée de Fourier. En effet,

F(f*g) = fa,

qui est élément de S(R). On peut alors appliquer la formule d’inversion de la transformée de

Fourier qui donne

fxg="F(fg),

et utiliser que S(R) est stable par transformation de Fourier (inverse).

Exercice 20 - Une estimation d’intégrale - Troisiéme année - x

1. On pose g = 5—-. Il est bien connu que la transformée de Fourier de g est :

i(z,y) = 2in)’zyf(z,y).

En utilisant ensuite que la transformée de Fourier est une isométrie de L?, on obtient

= (2m)°||lzy 2.

2. De méme, si on pose h = 82f 4 & 82 , la transformée de Fourier de h est

h(w,y) = (2im)*a* f(,y) + (2im)*y* f (2, ).
On en déduit que
IAll2 = [|(2* +y°) fl2-

3. Il suffit d’utiliser I'inégalité classique 2|zy| < 2% + y? pour en déduire le résultat.

Exercice 21 - Principe d’incertitude d’Heisenberg - Troisicme année - %x

1. 11 suffit de faire une intégration par parties, en dérivant ¢ et en intégrant o (t)y’(t).

2. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

’/215@ dt'<2</¢ |dt> /2</Rt2 2()dt>1/2.

Maintenant, il suffit d’utiliser le fait que la transformée de Fourier est une isométrie de

L? pour obtenir
/ /.7: w)dw = (2 )2/w2@(w)dw.
R

On obtient donc bien ’estimation annoncée.

3. Pour qu’on ait égalité, il faut et il suffit qu'on ait égalité dans l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, ce qui revient & dire qu’il doit exister une constante A telle que ¢'(t) = Atp(t)
pour tout ¢ € R. La résolution de cette équation donne p(t) = a exp(At), et il est nécessaire
(et suffisant) que A < 0 pour que cette fonction soit élément de S(R).
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