Chapitre 1

Intégration et calcul de primitives

1.1 Définitions

Définition 1.1.1.
Sia<b, f continue sur [a,b]

b
— positive : fu f(x)dx est Uaire (en unité d’aire) de la surface limitée par les droites d’équations y=0, x =a etx =D et
la courbe représentative de la fonction f sur [a,b]

— de signe quelquonque fab f(x)dx est laire algébrique de cette méme surface.
. b b
Sia>b [ fx)dx:=— [ f(x)dx
Examples 1.1.2.
1 _ 1_ -1
- f_zxdx——1+§—7

1 _ 1_3
ff_zlxldx_1+§_§

1.2 Propriétés
Propriété 1.2.1 (Linéarité de l'intégrale).
Si f, g fonctions continues sur [a, b] et k € R alors fﬂb fx)dx = fgb fx)dx + kfab g(x)dx

Propriété 1.2.2 (Relation de chasles).
Si f fonction continue sur I contenant a, b et ¢ alors fab flx)dx = f; fx)dx + Ld fx)dx

1.3 Notion de primitive

Définition 1.3.1.
Soient f et F deux fonctions définies sur I intervalle, on suppose, de plus que F est dérivable sur 1. F est une primitive de f
surl siVxel, F'(x) = f(x)

Remarque 1.3.2. F primitive de f sur I alors pour tout réél ¢, F + ¢ est une primitive de f sur .

Théoréme 1.3.3 (Lien entre intégrale et primitive).
Soient f continue sur I intervalle et a € I

1. La fonction F définie sur I par F(x) = fax f(H)dt est une primitive de f surl
2. Soit G une primitive de f sur I alors Vx €1, fax fHdt = G(x) = G(a)
Conséquences 1.3.4. 1. Toute fonction continue admet une primitive sur un intervalle.
2. Si on connait une primitive de f alors le calcul de fab f(Bdt se fait o laide de cette primitive. En particulier, si g est
dérivable sur [a, b], fﬂb g (x)dx = g(b) — g(a)
Remarque 1.3.5.

-XxP fux fB)dt est la primitive de f sur I qui s’annule en a.
- ff(x)dx désignera une primitive de f



1.4 Tableau de primitives usuelles

Par lecture inverse du tableau des dérivées

Primitive et composition :

Exercices d’application :

F f f
xX+c 1 0
% X" sur R nx 1, n>1
—nljx%_l+c, n> %sur]—oo,O[ou 10, +o0[ —nx,,lﬁ, n>1
Inlx| + ¢ L sur]—o0,0[ ou 10, +oo[ -%
ef+c e sur R e
x4 x% sur 10, +oof ax®!
sinx+c cos x sur R —sin x
—cos x + ¢ sin x sur R cos x
f F
' (x)exp(u(x)) exp(u(x))
% Inju(x)|
'(x) \/3@ 2 /u(x)
u’ (x)(u(x))" G i
u' (x)g(u(x)) | G(u(x)) oit G primitive de g

Calculer les intégrales suivantes :

1. f_zl(x + 3)dx
2. f_zlx2dx

3. fgn cos xdx
) f2 —dx

1 1+x

[SARE SN

2 1

. fl mdx

. f01 2> 1dx
Il

. fo 2c0s(2x)dx

~N




1.5 Méthodes de calculs de primitives

1.5.1 Formule d’intégration par parties

On se donne I un intervalle contenant a et b, u et v fonctions de classe C! sur I
La formule d’intégration par parties est donc :

o]t — [ (o))

[ w0y (0dx
(uo)(b) — (uv)(a) — f:(u’v)(x)dx

Remarque 1.5.1.
On note que la formule provient simplement du fait que (uv)’ = u'v + uv’

on a fuv’dx =uv — fu’vdx

Examples 1.5.2.
m I1
fo xsin xdx = [—xcos x]ol_I - fo —cos xdx

= II+[sin x| =11

avec
u=x u =1
v =8inx U=-—cosXx

Exercices d’application courant :
1
— Calculer fo x%e¥dx.

o
— Calculer f02 cos xe ¥dx.

1.5.2 Formule de changement de variable

On se donne I un intervalle contenant a et b, u de classe C! sur I, f continue sur J = u(I) alors

b u(b)
"(x)dx = t)dt
memxhﬂ)

Démonstration. Si F désigne une primitive de f alors F o u est une primitive de (f o u) X u’ donc

u(b)

b
f fu@))u’ (x)dx = F(u(b)) — F(u(a)) = ) f(bydt

u(

Remarque 1.5.3. Dans le cas particulier ot u(x) = ax + b la primitive de x — f(u(x)) = f(ax +b) est x %F(ax +b)

Examples 1.5.4.

I I I
ry _ 1 sin x _ 1 cos’ x
fo tan xdx = fo sdx = - fof—ms ~dx

_ cos § g _ ¥t
- _1 cos 0 T _fl T v
= f¥ a = In1-In(~¥)
- _In(L — 2
= 0-In(3p) 2

1.6 Intégrale généralisée

Définition 1.6.1.

1. Soit f une fonction continue sur [a, +oo[.
On pose I(T) := fﬂT fx)dx. Si Tlirn I(T) existe alors f;m fx)dx = Tlim I(T).
—00 —+00

2. Si f est continue sur ] — oco,a], f_w f(x)dx = Rl_igloofR f(x)dx.

3. Si f est continue sur R, soit a € R alors f:: fl)dx =limT — +o0 LT fx)dx + gim fpaf(x)dx (indépendant de a).

Exercice d’application : Calcule f()+oo exp(—2x)dx



