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Table des notations
Nous utiliserons les notations suivantes tout au long du travail :

O anneau de valuation
O∗ groupe des unités
K̃ corps des constantes
υ : F → Z ∪ {∞} valuation discrète
P place
OP anneau de valuation à la place P
PF ensemble des places de F/K

κ :=

{
x 7−→ x(P )
F → FP ∪ {∞}

application résiduelle

FP = OP

P
corps résiduel

deg P = [FP : K] degré de P
DF groupe des diviseurs
D diviseur
supp D support des diviseur
D+ ensemble des diviseurs positifs
deg D =

∑
P∈PF

υP (D) deg P degré d'un diviseur
(x)0 diviseur des zéros
(x)∞ diviseur des pôles
(x) diviseur principal
PF groupe des diviseur principaux de F/K
CF = DF

PF
groupe des classes de diviseurs

WF/K classe des diviseurs canoniques
[D] classe de D
∼ D∼D' ⇔ D = D′ + (x) pour x ∈F\{0}
L(A) L(A) := {x ∈ F |(x) ≥ −A} ∪ {0}
g := max{deg A− dim A+ 1|A ∈ DF} genre de F/K
i(A) := dim A− deg A+ g − 1 index de spécialité

α :=

{
PF −→ F
P −→ αP

répartion

AF :=
{
α répartition de F/K

}
espace de répartition

AF (A) pour A ∈ DF AF (A) := {α ∈ AF | υP (α) ≥ −υP (A), ∀P ∈ PF}
ΩF ΩF := {ω diff érentielle de Weil de F/K}
ΩF (A) ΩF (A) := {w ∈ ΩF | w s′annule en AF (A) + F}

ϕ : X −→ Y
Morphisme entre courbes abstraites

non singulières ou variétés
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Introduction

Les notions que nous allons aborder sont très récentes et liées à la théorie de la valuation et à
la géométrie algébrique.
Comment c'est deux "univers" mathématiques sont liés ?
Voilà l'une des questions à laquelle nous allons répondre.
Le nombre de zéros et de pôles étant �xé, on va chercher à étudier l'espace des courbes passant
par ces points.
En fait, notre ter a pour but de démontrer le théorème clé lié à la théorie de la valuation, le
théorème de Riemann Roch, qui répond à cette question, nous verrons de quelle manière.
Nous ferons ensuite quelques applications a�n de vous faire entrevoir la puisssance du théorème.
Ayant cet objectif, nous allons dévelloper cette belle théorie en commençant dans un premier
temps par dé�nir le contexte nécessaire à son développement.
Ceci étant fait, nous poursuivrons notre travail en explicitant non sans peine (de part la com-
plexité des notions que nous utiliserons) le lien entre géométrie algébrique et théorie de la
valuation.
Après ces bons échau�ements, nous pourrons envisager de faire la preuve du théorème de Rie-
mann Roch mais nous aurons encore besoin de quelques notions supplémentaires pour pouvoir
y parvenir.
Ayant en�n démontrer notre théorème, nous évoquerons quelques applications simples sous
forme de théorèmes. Nous laisserons au lecteur curieux le loisir d'aller feuilleter les livres de la
bibliographie où il en trouvera d'autres.
Nous �nirons ainsi.
Il ne reste plus qu'à se lancer...
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Chapitre 1

Théorie de la valuation

Nous cherchons à montrer le théorème Riemann Roch, par la théorie de la valuation.

[3]Pour cela nous commencerons par voir le vocabulaire relatif à la théorie de la valuation ainsi
que des résultats importants relatifs à ces notions.
En parallèle, nous verrons la correspondance entre théorie de valuation et géométrie algébrique.

1.1 Théorie algébrique

Nous introduisons pour commencer quelques dé�nitions de base et quelques résultats de la
théorie des corps de fonctions algébriques à une variable sur K.

1.1.1 Anneau de valuation

Dé�nition 1.1.1. :
Soit K un corps.
Un corps de fonctions algébriques à une variable sur K est une extension de corps F/K
telle que F soit une extension algébrique �nie de K(x) ([F : K(x)] < ∞) pour un élément x
∈ F , x transcendant sur K.
On dira que la clôture algébrique K̃ de K dans F est le corps des constantes de F/K.

Dans la suite, nous dirons simplement que F/K est un corps de fonctions.

Remarque 1.1.2. :

� Il est clair que si F/K est un corps de fonctions, F/K̃ l'est aussi.

� Nous dirons que K est algébriquement clos dans F lorsque K = �K.

� Un élément x ∈ F est transcendant sur K si et seulement si [F : K(x)] < ∞.
Preuve de cette remarque :
⇐ Par l'absurde, si on suppose a ∈ F algébrique sur k et tel que [F : k(a)] < ∞ alors
[F : k] = [F : k(a)][k(a) : k] < ∞, ce qui contredit le fait que F contient des éléments
transcendants sur k.
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⇒ Soit a ∈ F transcendant sur k.
On a [k(x)(a) : k(x)] ≤ [F : k(x)] <∞
Donc on peut trouver une polynôme P =

∑
n≥0 an(x)T n ∈ k(x)[T ] non constant tel que

P (x, a) = 0.
Quittes à multiplier P par un polynôme en x, on peut même supposer que P ∈ k[x][T ].
Ecrivons an(x) =

∑
m≥0 an,mx

m alors la relation P (x, a) = 0 se réécrit :∑
m≥0

xm
∑
n≥0

αn,ma
n =

∑
m≥0

bm(a)xm = 0

(où on a posé bm(a) =
∑

n≥0 αn,ma
n).

Comme a est transcendant sur F , on a nécessairement an(x) non constant pour au moins un
n0 ≥ 0 et même pour un n0 ≥ 1 (car x est également transcendant sur k) c'est à dire qu'il
existe m0 ≥ 1 tel que an0,m0 6= 0.
Mais alors bm0(a) 6= 0 donc Q =

∑
m≥0 bm(a)Tm ∈ k(a)[T ] est un polynôme non nul annula-

teur de x ;
Autrement dit x est algébrique sur k(a) ou encore [k(a)(x) : k(a)] <∞.
De là, on déduit : [F : k(a)] = [F : k(a)(x)][k(a)(x) : k(a)] <∞.

Dé�nition 1.1.3. :
Soit F/K un corps de fonctions. On appelle anneau de valuation de F/K un anneau O ⊆
F avec les propriétés suivantes :

a. K $ O $ F .

b. Pour tout z ∈ F, z ∈ O ou z−1 ∈ O.

Soit O un anneau de valuation de F/K, nous noterons O∗ le groupe des unités de O c'est
à dire l'ensemble des z ∈ O tels qu'il existe x ∈ O véri�ant zx = 1.

Proposition 1.1.4. :
Soit F/K un corps de fonctions, O un anneau de valuation de F/K.

a. O est un anneau intègre local de corps de fractions F avec pour idéal maximal P donné
par : P = O \ O∗ .

b. �K ⊆ O et �K ∩ P = {0}.

Preuve. :

a. Nous montrerons simplement que P = O \ O∗ est un idéal de O.
En e�et, la maximalité et l'unicité en découlerons puisqu'un idéal propre de O ne peut
contenir une unité.
Soient x ∈ P , z ∈ O. Alors xz 6∈ O∗ (sinon x serait une unité).
Par conséquent xz ∈ P .
Par ailleurs, soient x, y ∈ P .
Nous pouvons supposer que x

y
∈ O.

Alors 1 + x
y
∈ O et x+ y = y(1 + x

y
) ∈ P d'après ce qui précède.

Donc P est un idéal de O.
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b. Soit z ∈ K̃.
Supposons que z 6∈ O. Alors z−1 ∈ O par dé�nition de O.
Comme z−1 est algébrique sur K, il existe des éléments a1, ..., ar ∈ K tels que ar(z−1)r +
...+ a1z

−1 + 1 = 0, alors z−1(ar(z
−1)r−1 + ...+ a1) = −1.

Donc z = −(ar(z
−1)r−1 + ...+ a1) ∈ K[z−1] ⊆ O (contradiction), alors z ∈ O.

K̃ ∩ P = {0} est clair puisque K̃ ⊆ O∗.

Lemme 1.1.5. :
Soit O un anneau de valuation du corps de fonctions F/K, P son idéal maximal et 0 6= x ∈ P .
Soient x1, ..., xn ∈ P tels que x1 = x et xi ∈ xi+1P pour i = 1, ..., n − 1. Alors nous avons
n ≤ [F : K(x)] <∞.

Preuve. :
On sait que [F : K(x)] < ∞ puisque x ∈ P est transcendant sur K, alors il sera su�sant de
montrer que x1, ..., xn sont linéairement indépendants sur K(x).
Supposons qu'il existe une combinaison linéaire non triviale

∑n
i=1 ϕixi = 0 avec ϕi ∈ K(x).

On peut supposer que tous les ϕi sont des polynômes en x et que x ne les divise pas tous.
Posons ai := ϕi(0), le terme constant de ϕi, donc il existe j ∈ 1, ..., n tel que aj 6= 0 mais ai = 0
pour tout i > j.
Nous obtenons :

−ϕjxj =
∑
i 6=j

ϕixi

avec ϕi ∈ O pour i = 1, ..., n, xi ∈ xjP pour i < j (en particulier x ∈ xjP ) et ϕi = xgi pour
i > j, où gi est un polynôme en x.
En divisant −ϕjxj =

∑
i 6=j ϕixi par xj, on obtient :

−ϕj =
∑
i<j

ϕi.
xi
xj

+
∑
i>j

x

xj
.gixi.

tous les termes de droite de l'égalité appartiennent à P, donc ϕj ∈ P .
Or ϕj = aj + xgj ∈ P donc aj = ϕj − xgj ∈ P ∩K = {0}, ce qui contredit aj 6= 0.
On a donc x1, ..., xn linéairement indépendants sur K(x).
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Théorème 1.1.6. :
Soit O un anneau de valuation d'un corps de fontions F/K et P son idéal maximal. Alors :

a. P est un idéal principal.

b. Si P = tO alors tout 0 6= z ∈ F s'écrit de façon unique sous la forme z = tnu avec n ∈
Z, u ∈ O∗.

c. O est un anneau principal. Plus précisément, si P = tO et {0} 6= I ⊆ O est un idéal de
O alors il existe n ≥ 0 I = tn.

Un anneau ayant les trois propriétés ci-dessus est appelé anneau de valuation discrète.

Preuve. :

a. Supposons que P n'est pas un idéal principal.
Choisissons un élément 0 6= x1 ∈ P .
Comme P 6= x1O il existe x2 ∈ P \ x1O. Or x2 /∈ x1O ⇐⇒ x2x

−1
1 /∈ O ⇐⇒ x−1

2 x1 ∈
P ⇐⇒ x1 ∈ x2P .
Par induction nous obtenons une in�nité de x1, x2, ... ∈ P tel que xi ∈ xi+1P pour i ≥ 1,
ce qui contredit le lemme 1.1.5.
Donc P est un idéal principal.

b. Si z = tmu = tnv. On suppose n ≥ m alors tn−m = uv−1 ∈ O∗ donc n = m et donc u = v.
On a donc l'unicité de la représentation z = tnu avec u ∈ O∗, montrons son existence.
Comme z ou z−1 est dans O on peut supposer que z ∈ O. Pour z ∈ O∗ on a z = t0z.
Il reste à montrer le cas où z ∈ P . Il existe m ≥ 1 maximal tel que z ∈ tmO. En e�et,
z ∈ P = tO et ∀m ≥ 1 si z ∈ tmO alors x1 = z, x2 = tn−1, x3 = tn−2, ..., xm = t véri�ent
les hypothèses du lemme 1.1.5 donc m ≥ [F : K(z)] ≥ ∞ (z /∈ K̃ Nous écrivons alors
z = tmu avec u ∈ O.
Si u 6∈ O∗, alors u ∈ P = tO, alors u = tω avec ω ∈ O et z = tm+1ω ∈ tm+1O, ce qui
contredit la maximalité de m. Donc u ∈ O∗.

c. Soit {0} 6= I ⊆ P un idéal.
L'ensemble A := {r ∈ N | tr ∈ I} est non vide.
En e�et, si 0 6= x ∈ I alors x = tru avec u ∈ O∗ et tr = xu−1 ∈ I.
Posons n := min(A). Nous avons que I = tnO. tnO est clairement inclu dans I puisque
tn ∈ I. Soit y ∈ I, y 6= 0. Nous avons y = tsω avec ω ∈ O∗ et s ≥ 0, alors ts ∈ I et s ≥ n.
Donc y = tn.ts−nω ∈ tnO.
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1.1.2 Valuation dicrète

Dé�nition 1.1.7. :
Soit F/K un corps de fonctions. Une valuation discrète sur F/K est une fonction υ :
F −→ Z ∪ {∞} avec les propriétés suivantes :

a. υ(x) =∞⇔ x = 0.

b. υ(xy) = v(x) + v(y) pour tout x,y ∈ F .
c. υ(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} pour tout x,y ∈ F .
d. Il existe un élément z ∈ F tel que υ(z) = 1.

e. υ(a) = 0 pour tout 0 6= a ∈ K.

Dans ce contexte, le symbole ∞ représente un élément qui n'est pas dans Z tel que ∞+∞ =
n+∞ =∞ et ∞ > m pour tous m, n ∈ Z.
De 1., 2. et 4. on a directement que υ : F → Z ∪∞ est surjective.
Le 3. est appelé l'inégalité triangulaire.

Remarque 1.1.8. :
La notion de valuation et d'inégalité triangulaire est justi�ée par la remarque suivante :
Soit υ est une valuation discrète de F/K dans le sens de la dé�nition précédente.
Soit 0 < c < 1 ; on dé�nit la fonction | |υ : F → R par :

|z|υ :=

{
cυ(z) si z 6= 0
0 si z = 0

Il est facile véri�er que cette fonction a les propriétés d'une valeur absolue ordinaire ; l'inégalité
triangulaire ordinaire |x + y|υ ≤ |x|υ + |y|υ est une conséquence immédiate de la condition 3.
de la dé�nition

Lemme 1.1.9. ( L'inégalité triangulaire stricte) :
Soit F/K un corps de fonctions, υ une valuation discrète sur F/K. Si pour x, y ∈ F nous
avons v(x) 6= v(y), alors v(x+ y) = min {v(x), v(y)}.

Preuve. :
Nous pouvons déjà observer que υ(ax) = υ(y) pour 0 6= a ∈ K (par 2. et 5. ), en particulier
υ(−y) = υ(y).
Puisque υ(x) 6= υ(y), nous pouvons supposer que υ(x) < υ(y).
Supposons que υ(x + y) 6= min{υ(x + y), υ(y)} > υ(x), donc υ(x + y) > υ(x) par 3., et nous
obtient υ(x) = υ((x+ y)− y) ≥ min{υ(x+ y), υ(y)} > υ(x), d'où une contradiction.

Le lemme est ainsi démontré.
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1.1.3 Places

Dé�nition 1.1.10. :

a. Une place P d'un corps de fonctions F/K est l'idéal maximal de l'anneau de valuation O
de F/K. Tout élément t ∈ P tel que P = tO est appelé uniformisante en P (ou encore
paramètre local en P).

b. On notera PF l'ensemble des places de F/K.

Si O est un anneau de valuation de F/K et P son idéal maximal, alors O est uniquement
déterminé par P. En e�et, O = { z ∈ F | z−1 6∈ P }. On notera donc OP := O l'anneau de
valuation à la place P.

Dé�nition 1.1.11. :

A toute place P ∈ PF on associe une valuation discrète de F/K, υP : F −→ Z ∪ ∞ dé�nie
par : υ(0) := ∞ et υP (z) := n pour z = tnu, u ∈ O∗, n ∈ Z et t un uniformisant en P (cette
représentation existe pour tout 0 6= z ∈ F et est unique par le théorème 1.1.6 b. ).

Remarque 1.1.12. :
Cette dé�nition dépend de P mais pas du choix de t.
En e�et si t' est une autre uniformisante de P alors P = tO = t′O′, donc t = t′w pour un
w ∈ O∗P . Ainsi tnu = (t′nwn)u = t′n(wnu) avec wnu ∈ O∗P .
Théorème 1.1.13. :
Soit F/K un corps de fonctions.

a. Pour tout P ∈ PF , υP la valuation discrète de F/K associée. Alors on a :

OP = { z ∈ F | υP (z) ≥ 0 }

O∗P = { z ∈ F | υP (z) = 0 }
P = { z ∈ F | υP (z) > 0 }.

Un élément x ∈ F est uniformisant en P si et seulement si υP (x) = 1.

b. Inversement, supposons que υ soit une valuation discète de F/K. Alors l'ensemble P :=
{ z ∈ F | υ(z) > 0 } est une place de F/K, et OP = { z ∈ F | υ(z) ≥ 0 } est
l'anneau de valuation correspondant.

c. Tout anneau de valuation O de F/K est un sous-anneau propre maximal de F.

Preuve. :

a. Nous allons simplement véri�er l'inégalité triangulaire puisque vP satisfait les autres pro-
priétés.
Considérons x, y ∈ F avec vP (x) = n, vP (y) = m.
Nous pouvons supposer que n ≤ m <∞, ainsi x = tnu1 et y = tmu2 avec u1, u2 ∈ O∗P .
Alors x+ y = tn(u1 + tm−nu2) = tnz avec z ∈ OP .
Si z = 0 nous avons vP (x+ y) =∞ > min {n,m}.
D'autre part z = tku avec k ≥ 0 et u ∈ O∗P .
Donc

vP (x+ y) = vP (tn+ku) = n+ k ≥ n = min {vP (x), vP (y)} .
alors vP est une valuation discrète de F/K.
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b. Cette assertion est triviale.

c. Soit O un anneau de valuation de F/K, P son idéal maximal, vP la valuation discrète
associée à P et z ∈ F \ O.
Nous allons montrer que F = O[z]. Pour cela considérons un élément y ∈ F ; vP (yz−k) ≥ 0
pour k ≥ 0 su�samment grand (retenons que vP (z−1) > 0 puisque z 6∈ O).
Par conséquent ω := yz−k ∈ O et y = ωzk ∈ O[z].

D'après le théorème 1.1.13, les places, les anneaux de valuation et les valuations discrètes d'un
corps de fonctions dé�nissent essentiellement la même chose.

Dé�nition 1.1.14. :
Soit P une place et OP son anneau de valuation.

a. On note FP := OP

P
le corps résiduel à la place P. On peut alors dé�nir application

résiduelle à la place P dé�nie comme suit : κ :=

{
x 7−→ x(P )
F → FP ∪ {∞}

avec x(P ) dé�nit ainsi :
� si x ∈ OP , on pose x(P ) = x modP
� si x /∈ OP , on pose x(P ) =∞
Attention ici ∞ n'a pas le même sens que dans la dé�nition 1.1.7

b. deg P := [ FP : K ] est appelé degré de P.

Par la proposition 1.1.4, on a que K ⊆ OP et K ∩ P = {0}, donc l'application de la classe
résiduelle OP → FP induit une injection canonique de K dans FP .
C'est pour cela que que nous considèrerons K comme un sous corps de FP via cette injection.
Remarquons que cet argument s'applique aussi à K̃ ; Par conséquent, nous pouvons considérer
K̃ comme un sous corps de FP .
La proposition qui va suivre montre que le degré d'une place est toujours �ni.

Proposition 1.1.15. :
Si P est une place de F/K et 0 6= x ∈ P alors

deg P ≤ [F : K(x)] < ∞.

Preuve. :
Nous savons que [F : K(x)] <∞, ainsi il est su�sant de montrer que des éléments z1, ..., zn ∈
OP , dont les classes résiduelles z1(P ), ..., zn(P ) ∈ FP sont linéairement indépendantes sur K,
sont linéairement indépendants sur K(x).
Supposons qu'il existe une combinaison linéaire non triviale

n∑
i=1

ϕizi = 0

avec ϕi ∈ K(x).
Nous supposons que les ϕi soient des polynômes en x et non tous divisibles par x, i.e ϕi =
ai + xgi avec ai ∈ K, gi ∈ K[x], où tous les ai ne sont pas nuls.
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Comme x ∈ P et gi ∈ OP , ϕi(P ) = ai(P ) = ai. En utilisant l'application résiduelle à∑n
i=1 ϕizi = 0 on obtient

0 = 0(P ) =
n∑
i=1

ϕi(P )zi(P ) =
n∑
i=1

aizi(P ).

Cela contredit l'indépendance linéaire des z1(P ), ..., zn(P ) sur K.

Corollaire 1.1.16. :
Le corps �K des constantes de F/K est une extension de corps �nis de K.

Preuve. :
Choisissons P ∈ PF alors PF 6= ∅ d'après le corollaire . Comme �K est envoyé dans FP par
l'application résiduelle OP −→ FP , il s'en suit que [K̃ : K] ≤ [FP : K] <∞.

Remarque 1.1.17. :
Dans le cas où deg P = 1 nous avons FP = K, et l'application résiduelle envoie F dans K ∪
{∞}. En particulier, si K est un corps algébriquement clos, toute place a pour degré 1, donc
nous pouvons voir tout élément z ∈ F comme une fonction

z =

{
PF −→ K
P 7−→ z(P )

C'est la raison pour laquelle F/K est appelée corps de fonctions. Les éléments de K, sont consi-
dérés comme des constantes dans le sens de l'application ci-dessus (nous dé�nirons ainsi une
constante dans la suite sauf mention du contraire) .

On en déduit donc que K est le corps des constantes de F. Cela justi�e aussi la dé�nition
suivante.

Dé�nition 1.1.18. :
Soit z ∈ F et P ∈ PF .
Nous dirons que P est un zéro de z si et seulement si υP (z) > 0 ;
P est un pôle de z si et seulement si vP (z) < 0.
Si vP (z) = m > 0, on dit que P est un zéros de z d'ordre m ;
si vP (Z) = −m < 0, on dit que P est un pôle d'ordre m.

Théorème 1.1.19. :
Soit F/K un corps de fonctions et R un sous-anneau de F avec K ⊆ R ⊆ F .
Supposons que {0} 6= I $ R est un idéal propre de R.
Alors il existe une place P ∈ PF telle que I ⊆ P et R ⊆ OP .

Preuve. :
Considérons l'ensemble

F := {S | S est un sous anneau de F avec R ⊆ S et IS 6= S} .

(par dé�nition, IS est l'ensemble des sommes �nies de la forme
∑
aυsυ avec aυ ∈ I, sυ ∈ S ;

c'est un idéal de S.)
F est non vide puisque R ∈ F , et F est ordonné inductif par l'inclusion.
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En e�et, si H ⊆ F est un sous-ensemble totalement ordonné de F alors T :=
⋃
{S | S ∈ H}

est sous-anneau de F avec R ⊆ T . Nous allons véri�er que IT 6= T . Supposons que IT = T ,
alors 1 =

∑n
v=1 avsv avec av ∈ I, sv ∈ T . Comme H est totalement ordonné il existe un

S0 ∈ H tel que s1, ..., sn ∈ S0, alors 1 =
∑n

v=1 avsv ∈ IS0, contradiction.
Donc IT 6= T .
Par le lemme de Zorn F admet un élément maximal, i.e il y a un anneau O ⊆ F tel que
R ⊆ O ⊆ F , IO 6= O, et O est maximal pour cette propriété. Nous voulons montrer que O
est un anneau de valuation de F/K.
Comme I 6= {0} et IO 6= O nous avons O $ F et I ⊆ O \ O∗. Supposons qu'il existe un
élément z ∈ F avec z 6∈ O et z−1 6∈ O. Alors IO[z] = O[z] et IO[z−1] = O[z−1], et nous
pouvons trouver a0, ..., an, b0, ..., bm ∈ IO avec

1 = a0 + a1z
1 + ...+ anz

n

et
1 = b0 + b1z

−1 + ...+ bmz
−m.

Pour n ≥ 1 , m ≥ 1 et n, m minimaux pour chacune des équations. Supposons que m ≤ n. En
multipliant la première équation par 1− b0 et la seconde par anzn nous obtenons

1− b0 = (1− b0)a0 + (1− b0)a1z + ...+ (1− b0)anzn

et
0 = (b0 − 1)anz

n + b1anz
n−1 + ...+ bmanz

n−m.

En additionant ces deux équations nous avons 1 = c0 + c1z + ...+ cn−1z
n−1 avec les coe�cients

ci ∈ IO. Ce qui contredit la minimalité de n.
Ainsi nous avons montrer que z ∈ O où z−1 ∈ O pour z ∈ F , donc O est un anneau de valuation
de F/K. Et O véri�e les conclusions du théorème.

Corollaire 1.1.20. :
Soit F/K un corps de fonctions, z ∈ F transcendant sur K. Alors z a au moins un zéro et un
pôle. En particulier, PF 6= ∅.

Preuve. :
Considérons l'anneau R = K[z] et l'idéal I = zK[z], alors par le théorème 1.1.19 il existe une
place P ∈ PF tel que z ∈ P , ainsi P est un zéro de z.
Le même argument prouve que z−1 a un zéro Q ∈ PF . Donc Q est un pôle de z.

Le corollaire ci-dessus peut-être interprété comme suit : Tout z ∈ F, qui n'est pas dans le corps
des constantes �K de F/K, est une fonction non constante.
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1.2 Le corps des fonctions rationnelles

Pour pouvoir comprendre les valuations et les places d'un corps de fonctions arbitraire, une
idée précise de cette notion dans le plus simple des cas est indispensable.
C'est pourquoi, nous allons voir le cas du corps des fonctions rationnelles F = K(x), où x est
un élément transcendant de K.
Etant donné un polynôme irréductible unitaire p(x) ∈ K[x].

Considèrons son anneau de valuation :

Op(x) :=

{
f(x)

g(x)
| f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) ne divisant pas g(x)

}
(1.1)

dans K(x)/K et son idèal maximal :

Pp(x) :=

{
f(x)

g(x)
| f(x), g(x) ∈ K[x], p(x) divisant f(x), p(x) ne divisant pas g(x)

}
(1.2)

Dans le cas particulier où p(x) est linéaire c'est à dire p(x) = x−α avec α ∈ K, nous noterons
Pα = Px−α ∈ Pp(x).

Il y a un autre anneau de valuation

O∞ :=

{
f(x)

g(x)
| f(x), g(x) ∈ K[X], deg f(x) ≤ deg g(x)

}
(1.3)

et son idéal maximal

Pp(x) :=

{
f(x)

g(x)
| f(x), g(x) ∈ K[X], deg f(x) ≤ deg g(x)

}
(1.4)

On l'appelle place à l'in�ni de K(x).
On observe que ces dé�nitions dépendent du choix spéci�que de l'élément générateur x de

K(x)/K (par exemple K(x) = K

(
1

x

)
) et la place a l'in�ni par rapport à

1

x
est la place P0 par

rapport a x.
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Proposition 1.2.1. :
Soit F = K(x) un corps de fonction rationnelle.

a. Soit P = Pp(x) ∈ PK(x) la place dé�nie par (1.2)
oú P (x) ∈ K[x] est un polynôme irréductible alors p(x) est une uniformisante de P et la
valuation discrète υp peut être décrite comme suit :

Si z ∈ K[x]\{0} s'écrit de la forme z = p(x)n × f(x)

g(x)
avec n ∈ Z, f(x), g(x) ∈ K[x],

p(x) ne divise pas f(x) et p(x) ne divise pas g(x) alors υp(z) = n. La classe résiduelle

K(x)p =
OP
P

est isomorphe à
K[x]

p(x)
.

L'isomorphisme étant donné par :

φ :=


K[x]

(p(x))
−→ K(x)P

f(x) mod p(x) 7−→ f(x)(P )

Par conséquent, deg P = deg p(x).

b. Dans le cas particulier de p(x) = x − α avec α ∈ K, le degré de P = Pα est 1, et
l'application de la classe résiduelle est donné par :

z(P ) = z(α) pourz ∈ K(x)

où z(α) est dé�nie comme suit, on écrit :

z =
f(x)

g(x)
alors z(α) =


f(α)

g(α)
si g(α) 6= 0

∞ si g(α) = 0

avec des polynômes irréductibles premiers entre eux f(x), g(x) ∈ K[x].

c. En�n, soit P = P∞ dé�nie par 1.4.

Alors deg(P∞) = 1 . L'uniformisante première de P∞ est t =
1

x
et la valuation dicrète υ∞ est donnée par :

υ∞

(
f(x)

g(x)

)
= deg (g(x))− deg (f(x)) où f(x), g(x) ∈ K[x].

L'application de la classe résiduelle correspondante à P∞ est déterminée par z(P∞) =
z(∞) pour z ∈ K(x) où z(∞) est dé�nie usuellement :

si z =
anx

n + . . . + a0

bmxm + . . . + b0
avec an, bm 6= 0 alors z(∞) =


an
bm

si n = m

0 si n < m
∞ si n > m

d. K est le corps des constantes de K(x)/K.
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Preuve. :

a. Soit P = Pp(x) ∈ K[x] irrecductible.L'idéal Pp(x) ⊆ Op(x) est clairement engendré par p(x),
alors p(x) est un élément premier(uniformisant) pour P . Pour démontrer l'a�rmation au
sujet du corps des classes résiduelles, nous considérerons l'homomorphisme d'anneaux

ϕ :=

{
K[x] −→ K(x)P
f(x) 7−→ f(x)(P )

Clairement, kerϕ est l'idéal généré par p(x). En plus, ϕ est surjective : si z ∈ Op(x),
nous pouvons écrire z = u(x)

υ(x)
avec u(x), υ(x) ∈ K[x] telque p(x) - υ(x). Ainsi il y'a

a(x), b(x) ∈ K[x] avec a(x)p(x) + b(x)υ(x) = 1, d'où

z = 1.z =
a(x)u(x)

υ(x)
p(x) + b(x)u(x),

et z (P ) = (b(x)u(x)) (P ) est l'image de ϕ.
Ainsi ϕ induit un isomorphisme φ de K[x]/(p(x)) dans K(x)p et deg P = deg p(x).

b. Maintenant P = Pα avec α ∈ K. Si f(x) ∈ K[x] alors (x − α)|(f(x) − f(α)), donc
f(x)(P ) = (f(x) − f(α))(P ) + f(α)(P ) = f(α). Soit z ∈ OP s' écrivant sous la forme
z = f(x)/g(x) avec f(x), g(x) ∈ K[x] et (x− α) - g(x), alors g(x)(P ) = g(x) 6= 0 et

z(P ) =
f(x)(P )

g(x)(P )
=
f(α)

g(α)
= z(α).

c. Considérons z ∈ P∞,on a u =
f(x)

g(x)
avec deg f(x) < deg g(x). D'où z = 1

x
xf(x)
g(x)

avec deg xf(x) ≤

deg g(x) et donc z ∈ 1
x
OP∞ ce qui prouve que 1

x
engendre la place P∞. Soit z ∈ K(x)∗ ,

z =
f(x)

g(x)
=
a0 + a1x+ ...+ anx

n

b0 + b1x+ ...+ bmxm

avec an et bm non nuls. Posons r = m - n, alors

z =

(
1

x

)r a0(
1
x
)n + a1(

1
x
)n−1 + ...+ an

b0(
1
x
)m + b1(

1
x
)m−1 + ...+ bm

∈
(

1

x

)r
O∗P∞

donc υP∞(z) = r = m− n = deg g(x)− deg f(x). On a

z

(
1

x

)
=


an
bm

si r = 0

0 si r > 0
∞ si r < 0

d. Considérons une place P ∈ K(x)/K de degré 1 ( exemple : P = Pα avec α ∈ K ) le corps
des constantes K̃ de K(x) on a [K̃ : K] ≤ [K(x)P : K] = 1 donc K̃ = K.
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Théorème 1.2.2. :
Il n'y a pas de places du corps des fonction rationnelle K(x)/K en dehors de Pp(x) et P∞, dé�nies
par 1.2 et 1.4.

Preuve. :
Soit P une place de K(x)/K. Deux cas sont possibles.

a. x ∈ OP alors K[x] ⊂ OP . Alors I := P ∩K[x] est un idéal premier de K[x] donc il est égal
à {0} ou à < Q > pour un certain polynôme irréductible Q. Supposons que I = P∩K[x] =
{0} ; alors pour tout g ∈ K[x]∗, on a g(x) ∈ OP/P donc g ∈ O×P . Par suite tout élément
z = f(x)

g(x)
∈ L∗ appartient à OP ce qui est impossible puisque OP ( L. On a donc I = < Q

>. Montrons aors que OP = OQ. Pour tout z ∈ OQ, z = f(x)
g(x)

avec ( g, Q) = 1 donc g /∈ I

et g /∈ P . Donc 1

g
∈ OP et z ∈ OP . Par suite OQ ⊂ OP et comme OP est un sous-anneau

propre on a OQ = OP .
b. x /∈ OP alors 1/x ∈ P et K[1/x] ⊂ OP de plus 1/x ∈ P ∩ K[1/x]. Posons z = 1/x et

I = P ∩K[z]. I est un idéal de K[z] contenant z donc I = < z >. Pour tout g(z) ∈ K[z]

non divisible par z, on a g /∈ I donc g /∈ P . D'où, pour tout f(z) ∈ K[z], on a f(z)
g(z)
∈ OP

et
OP ⊃

{
a0+a1z+...+anzn

b0+b1z+...+bmzm , b0 6= 0
}

OP ⊃
{
a0xm+n+a1xm+n−1+...+anxm

b0xm+n+b1xm+n−1+...+bmxn , b0 6= 0
}

OP ⊃
{
f(x)
g(x)

, deg f(x) ≤ deg g(x)
}

= O∞

Donc OP = O∞ et P = P∞.

Corollaire 1.2.3. :
Les places de K(x)/K de degré 1 sont en correspondance 1.1 avec K ∪ {∞}.

Preuve. La preuve se déduit de la proposition 1.2.1 et du théorème 1.2.2.

En termes de géométrie algébrique , K∪{∞} est généralement interprété comme la
droite projective de P1(K) par K, de plus les places de K(x)/K de degré 1 s'identi�e
par une correspondance 1.1 aux points de P1(K).
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1.3 Indépendance des valuations

Théorème 1.3.1 (Théorème de faible approximation). :
Soit F/K un corps de fonctions, P1, . . . , Pn ∈ PF des places de F/K deux à deux distinctes,
x1, ... , xn ∈ F et r1, ... , rn ∈ Z. Alors il existe x ∈ F tel que

vPi
( x − xi ) = ri pour i = 1, ..., n

Preuve. :
Pour simpli�er nous écrirons υi au lieu de υPi

.
� Etape 1 :
Montrons tout d'abord, par récurrence sur n ≥ 2, qu'il existe z ∈ F tel que υ1(z) > 0 et
υi(z) < 0 pour 2 ≤ i ≤ n.
Preuve de l'étape 1 :

Si n=2, OP1 n'est pas inclus dans OP2 et inversement, puisque les anneaux de valuations sont
des sous-anneaux propres maximaux de F (voir théorème 1.1.13). Par suite :

∃y1 ∈ OP1\OP2 on a donc υ1(y1) ≥ 0, υ2(y1) < 0

∃y2 ∈ OP2\OP1 on a donc υ2(y2) ≥ 0, υ1(y2) < 0

et donc z = y1
y2

véri�e υ1(z) > 0 et υ2(z) < 0.

Supposons qu'il existe y ∈ F tel que υ1(y) > 0 et υi(y) < 0 pour i = 2, ..., n−1. Si υn(y) < 0, la
preuve est �nie. Sinon, soit u ∈ F tel que υ1(u) > 0 et υn(u) < 0 et posons z = y+ur, avec un
r entier ≥ 1 tel que rυi(u) 6= υi(y) pour 1 ≤ i ≤ n−1. Alors υ1(z) ≥ min {υ1(y), rυ1(u)} > 0
et υi(z) = min {υi(y), rυi(u)} < 0 pour tout i = 2, . . . , n donc z convient.

� Etape 2 :
Montrons qu'il existe ω ∈ F tel que υ1(ω − 1) > r1 et υi(ω) > ri pour i = 2, ..., n.

Preuve de l'étape 2 :
Soit z ∈ F tel que υ1(z) > 0 et υi(z) < 0 pour 2 ≤ i ≤ n. Et posons ω := (1 + zs)−1, pour un
certain entier s. Comme υ1(z) > 0, on a υ1(1 + zs) = 0 et

υ1(ω − 1) = υ1(
−zs

1+zs ) = sυ1(z) et υi(ω) = υi(
1

1+zs ) = −sυi(z)
donc si s est assez grand on aura υ1(ω − 1) > r1 et υi(ω) > ri pour 2 ≤ i ≤ n.

� Etape 3 :
Montrons que si on se donne y1, ..., yn ∈ F , il existe z ∈ F tel que υi(z − yi) > ri pour
1 ≤ i ≤ n.
Preuve de l'étape 3 :
Soit s ∈ Z tel que υi(yj) ≥ s pour tout 1 ≤ i, j ≤ n. D'après 2., pour 1 ≤ i ≤ n, il existe
ωi ∈ F tel que υi(ωi− 1) > ri− s et υi(ωj) > ri− s pour j 6= i. Posons z :=

∑n
j=1 yjωj. Alors

z − yi =
n∑

j=1,j 6=i

yjωj − yi(ωi − 1)

et donc
υi(z − yi) ≥ min {mini 6=j {υi(yjωj)} , υi(yi) + υi(ωi − 1)}
Or pour j 6= i, υi(yjωj) > s + ri − s = ri et υi(yi) + υi(ωi − 1) > ri donc υi(z − yi) > ri et
on a le résultat souhaité.
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� Etape 4 :
Démonstration de l'assertion du théorème : il existe x ∈ F tel que vPi

( x − xi ) = ri pour i =
1, ..., n
Preuve de l'étape 4 :
D'après 3., il existe z ∈ F tel que υi(z − xi) > ri pour 1 ≤ i ≤ n.
Soit zi ∈ F tel que υi(zi) = ri pour tout i ( par exemple zi = trii où ti est un paramètre local
en Pi.) D'après 3., il existe z′ ∈ F tel que υi(z′ − zi) > ri pour tout i. Alors

υi(z
′) = υi(z

′ − zi + zi) = min(υi(z
′ − zi), υi(zi)) = ri

et si x := z + z′, on a υi(x− xi) = υi(z − xi + z′) = min {υi(z − xi), υi(z′)} = ri,
donc x répond à la question.

Ce théorème dit essentiellement que :
Si v1, ... , vn sont des valuations discrètes deux à deux distinctes de F/K et z ∈ F, et si nous
connaissons les valeurs v1(z), ... , vn−1(z), alors nous ne pouvons rien conclure au sujet de
vn(z).

Corollaire 1.3.2. :
Tout corps de fonctions a une in�nité de places.

Preuve. :
Supposons qu'il y'a un nombre �ni de places, P1, ..., Pn. D'après le théorème de faible approxi-
mation nous pouvons trouver un élément non nul x ∈ F avec υPi

(x) > 0, pour i = 1, ..., n.
Alors x est transcendant sur K car il a des zéros, mais x n'a pas de pôles, ce qui contredit le
corollaire 1.1.20.

Proposition 1.3.3. :
Soit F/K un corps de fonctions et P1, ..., Pr les zéros de l'élément x ∈ F. Alors∑

vPi
(x).degPi ≤ [F : K (x)] .

Preuve. :
Posons υi := υPi

, fi := deg Pi, ei := υi(x), et notons Oi ( resp.Fi ) l'anneau de valuation en
Pi ( resp.le corps résiduel en Pi). D'après le théorème 1.3.1, pour tout i il existe ti ∈ F tel que
υi(ti) = 1 et υk(ti) = 0 pour tout k 6= i.
Ensuite, on choisit si1, ..., sifi

∈ Oi tels que {si1(Pi), ..., sifi
(Pi)} soit une base de Fi sur K.

Grâce à une application du théorème 1.3.1 pour tout i, j on peut trouver zij tel que :

υi(sij − zij) > 0 et υk(zij) ≥ ek pour tout k 6= i

Montrons que les éléments tai .zij où 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ fi, 0 ≤ a < ei sont linéairement
indépendants sur K(x).

Supposons qu'il existe une relation linéaire non triviale sur K(x) :

r∑
i=1

fi∑
j=1

ei−1∑
a=0

ϕijat
a
i zi,j = 0 (1.5)
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et on suppose ϕija ∈ K[x] non tous nuls.
Alors il existe des indices k ∈ {1, . . . , r} et c ∈ {0, . . . , ek − 1} tels que :

x divise ϕkja pour un a < c et un j ∈ {1, . . . , fk} et x ne divise pas ϕkjc pour un j ∈ {1, . . . , fk}
(1.6)

En multipliant (1.5) par t−ck on obtient :

r∑
i=1

fi∑
j=1

ei−1∑
a=0

ϕijat
a
i t
−c
k zij = 0 (1.7)

Pour i 6= k, tous les termes de (1.7) sont dans PK puisque :

υk(ϕijat
a
i t
−c
k zij) = υk(ϕija) + aυk(ti)− cυk(tk) + υk(zij) ≥ 0 + 0− c+ ek > 0

Pour i = k et a < c on a x divise ϕkja donc υk(ϕkja) ≥ ek et :

υk(ϕkjat
a−c
k zkj) ≥ ek + a− c ≥ ek − c > 0

Pour i = k et a > c on a :
υk(ϕkjat

a−c
k zkj) ≥ a− c > 0

En combinant ces relations et la relation (1.7) on en déduit :

fk∑
j=1

ϕkjczkj ∈ Pk (1.8)

On remarque que ϕkjc(Pk) ∈ K et d'après la relation 1.6 les ϕkjc(Pk) ne sont pas tous nuls donc
la relation 1.8 induit une relation linéaire non triviale :

fk∑
j=1

ϕkjc(Pk).zkj(Pk) = 0

sur K.
Ce qui contredit le fait que {zk1(Pk), ..., zkfk

(Pk)} soit une base de Fk/K.

Les éléments tai .zij où 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ fi, 0 ≤ a < ei sont donc linéairement indépendants
sur K(x) et leur nombre est égal à

∑n
i=1 fiei =

∑n
i=1 vPi

(x).degPi d'où le résultat.

Corollaire 1.3.4. :
Dans un corps de fonctions F/K, tout élément 0 6= x ∈ F n'a qu'un nombre �ni de zéros et
pôles.

Preuve. :
Si x esr constant, x n'a ni de zéros ni de pôles.
Si x est transcendant sur K, le nombre de zéros est ≥ [F : K(x)] d'après la proposition 1.3.3.
Le même argument montre que x−1 a un nombre �ni de zéros.
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1.4 Lien avec la géométrie

[2]On suppose maintenant que K est algébriquement clos.
En fait, dans cette partie, nous cherchons à établir un lien entre l'ensemble des anneaux de
valuations discrètes d'un corps des fonctions F/K et les K-courbes non singulières de corps de
fonctions F.

Pour cela nous commencerons par dé�nir quelques notions qui vont nous servir dans cette partie
ainsi que des résultats clé de la théorie de la valuation non énoncé précédemment.
Nous les citerons sans les démontrer.

Dé�nition 1.4.1. :
Un anneau intègre A est un anneau de Dedekind si A est noethérien, de dimension 1 et
intégralement clos dans son corps des fractions.

Théorème 1.4.2. :
La fermeture intégrale d'un anneau de Dedekind dans une extension séparable de degré �ni sur
son corps des fractions est encore un anneau de Dedekind.

Dé�nition 1.4.3. :
Soient A et B deux anneaux locaux contenus dans un corps F. On dit que B domine A si
A ⊆ B et mB ∩ A = mA où mA et mB sont les idéaux maximaux de A et B respectivement.

Théorème 1.4.4. Soit K un corps.
Un anneau local R contenu dans K est un anneau de valuation de K si et seulement si c'est
un élément maximal de l'ensemble des anneaux locaux contenus dans K, avec la relation de
domination dé�nie précédemment.

Nous rappelons quelques résultats concernant les anneaux de valuations discrètes.

Théorème 1.4.5. :
Soit A un anneau local noethérien de dimension 1, ayant pour idéal maximal mA. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

a. A est un anneau de valuation discrète ;

b. A est intégralement clos ;

c. A est un anneau local régulier ;

d. mA est un idéal principal.

Soit F/K un corps de fonctions et Y une K-courbe non singulière de corps de fonctions F.
Pour tout point fermé P ∈ Y , l'anneau local OP de Y en P, est un anneau local noethérien de
dimension 1 donc par c ⇒ a du théorème 1.4.5 (et du théorème 1.1.13) OP est un anneau de
valuation de F/K.
Ainsi les anneaux locaux de Y dé�nissent un sous-ensemble de l'ensemble CF des anneaux de
valuations discrètes de F/K, ce qui motive la dé�nition d'une courbe abstraite non singulière.
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Lemme 1.4.6. :
Soit Y une variété quasi-projective, soient P,Q ∈ Y .
Supposons que OQ ⊆ OP comme sous- anneau de K(Y). Alors P = Q.

Preuve. :
Plongeons Y dans Pn pour n ∈ N.
Remplaçons Y par sa clôture projective.
Nous pouvons supposer que Y est une variété projective.
Après un changement de variable convenable nous pouvons supposer que ni P ni Q n'est dans
l'hyperplan H0 dé�ni par x0 = 0.
Ainsi P,Q ∈ Y ∩ (Pn −H0) qui est a�ne, alors nous pouvons supposer que Y est une variété
a�ne.
Soit A l'anneau a�ne de Y.
Il existe des idéaux maximaux m,n ⊆ A tels que OP = Am, et OQ = An.
Si OQ ⊆ OP , nous devons avoir m ⊆ n.
Mais comme m est un idéal maximal, alors m = n, et donc P = Q.

Lemme 1.4.7. :
Soit F/K un corps de fonctions de dimension 1 sur K, et soit x ∈ F .
Alors { R ∈ CF | x 6∈ R } est un ensemble �ni.

Preuve. :
Si R est un anneau de valuation, alors x /∈ R si et seulement si 1

x
∈ mR ( idéal maximal de R ).

Alors soit y = 1
x
, nous devons montrer que si y ∈ F, y 6= 0, l'ensemble {R ∈ CF | y ∈ mR} est

un ensemble �ni.
Si y ∈ K, il n'y a pas de tel R, alors nous supposons que y 6∈ K.
Nous considérons le sous-anneau K[y] de F engendré par y.
Comme K est algébriquement clos , y est transcendant sur K, ainsi K[y] est un anneau de
polynômes.
De plus, comme F est de type �ni et de degré de transcendance 1 sur K, F est une extension
de corps �ni de K(y).
Maintenant soit B la clôture intégrale de K[y] dans F .
Alors B est un anneau de Dedekind et une K-algèbre de type �nie (par le théorème 1.4.2).
Si y est contenu dans un anneau de valulation discète R de F/K, alors K[y] ⊆ R, et comme R
est intégralement clos dans F, nous avons B ⊆ R. Soit n = mR ∩B.
Ainsi n est un idéal maximal de B, et Bn est dominé par R.
Mais Bn est aussi un anneau de valuation discrète de F/K, donc Bn = R par le théorème 1.4.4.
Si de plus y ∈ mR, alors y ∈ n.
B est l'anneau d'une variété a�ne Y ( car toute K-algébre de type �nie est l'anneau d'une
certaine variété a�ne ), comme B est un anneau de Dedekind, Y a pour dimension 1 et est non
singulière par le théorème 1.4.5 donc c'est une courbe non singulière.
Pour que y ∈ n il faut que y comme fonction régulière sur Y, s'annule au point de Y corres-
pondant à n.
Mais y 6= 0, donc y s'annule seulement sur un ensemble �ni de points par le corollaire 1.3.4
qui correspondent aux idéaux maximaux de B, et R = Bn est déterminé par l'idéal maximal n.
Donc y ∈ mR pour un nombre �ni de R ∈ CF , comme voulu.
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Corollaire 1.4.8. :
Tout anneau de valuation discrète de F/K est isomorphe à l'anneau local d'un point sur une
courbe a�ne non singulière.

Preuve. :
Soit R un anneau de valuation et y ∈ F\K alors la construcion utilisée dans la preuve du
lemme 1.4.7 donne une courbe qui convient.

Soit F/K un corps de fonctions de dimension 1 sur K. Soit CF l'ensemble des anneaux de
valuations discrètes de F/K. Nous considèrerons les éléments de CF comme des points c'est à
dire nous écrirons P ∈ CF où P est considéré comme une place de F/K d'anneau de valuation
RP .
L'ensemble CF est in�ni puisqu'il contient tous les anneaux locaux (distincts d'après le lemme
1.4.6 ) de toute courbe non singulière de corps de fonctions F.
Nous dé�nissons une topologie sur CF en prenant les ensembles fermés comme étant les sous-
ensembles �nis, ∅ et CF tout entier.
Si U ⊆ CF est un sous-ensemble ouvert de CF , nous dé�nissons l'anneau des fonctions régulières
sur U par O(U) =

⋂
P∈U RP .

Un élément f ∈ O(U) dé�nit une fonction f : U → K, P → f(P ) = f modP
(on rappelle que K est algébriquement clos).

Dé�nition 1.4.9. :
Une courbe abstraite non singulière est un sous-ensemble ouvert U ⊆ CF , où F est un
corps de fonctions de dimension 1 sur K, avec la topologie induite, et la notion de fonctions
régulières induite sur ses sous-ensembles ouverts.

A priori il n'est pas clair qu'une courbe abstraite soit une variété, alors nous élargissons la
catégorie des variétés en ajoutant les courbes abstraites.

Dé�nition 1.4.10. :
Unmorphisme ϕ : X −→ Y entre courbes abstraites non singulières ou entre variétés
est une application continue telle que pour tout ensemble ouvert V ⊆ Y , et toute fonction
régulière f : V −→ K, f ◦ ϕ est une fonction régulière sur ϕ−1 (V ).

Maintenant que nous avons apparemment élargi notre catégorie, notre travail sera de montrer
que toute courbe quasi-projective non singulière est isomorphe à une courbe abstraite non
singulière , et inversement. En particulier, nous montrerons que CF lui-même est isomorphe à
une courbe projective non singulière.

Proposition 1.4.11. :
Toute courbe quasi-projective non singulière Y est isomorphe à une courbe abstraite non singu-
lière.

Preuve. :
Soit F le corps de fonctions de Y .
Alors pour tout P ∈ Y l'anneau local OP est un anneau de valuation discrète de F/K.
De plus deux points distincts de Y engendrent deux sous-anneaux distincts de F par le lemme
1.4.6.
Soit U ⊆ CF l'ensemble des anneaux locaux de Y et soit ϕ : Y −→ U l'application bijective
dé�nie par ϕ(P ) = OP .
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Nous montrerons tout d'abord que U est un sous-ensemble ouvert de CF .
Comme un ensemble ouvert est le complémentaire d'un ensemble �ni, il su�t de montrer que
U contient un ensemble ouvert non vide.
Quitte à remplacer Y par un ouvert a�ne non vide, on peut donc supposer que Y est a�ne
d'anneau A.
Alors A est une K-algèbre de type �ni et F est le corps des fractions de A, U est l'ensemble
des localisations de A en ses idéaux maximaux.
Comme ces anneaux locaux sont tous des anneaux de valuations discrètes, U est constitué de
tous les anneaux de valuations discrètes de F/K contenant A.
Maintenant soient x1, ..., xn l'ensemble des générateurs de A sur K.
Alors A ⊆ RP si et seulement si x1, ..., xn ∈ RP .
Ainsi U =

⋂
Ui, où Ui = { P ∈ CF |xi ∈ RP}.

Mais {P ∈ CF |xi /∈ RP} est un ensemble �ni.
Par conséquent Ui est ouvert et donc U est ouvert.
Nous allons donc montrer que U est une courbe abstraite non singulière.
Pour montrer que ϕ est un isomorphisme, nous devons seulement véri�er que les fonctions
régulières sur tout ensemble ouvert sont les mêmes.
Mais cela découle de la dé�nition des fonctions régulières de U et le fait que pour tout ensemble
ouvert V ⊆ Y , O(V ) =

⋂
P∈V OP,Y .

Proposition 1.4.12. :
Soit X un courbe abstraite non singulière, P ∈ X, Y une variété projective et φ : X\P −→ Y
un morphisme.
Alors il existe une unique extension φ̄ : X −→ Y de φ : X\P −→ Y à X tout entier.

Preuve. :
On considère Y comme un sous ensemble fermé de Pn pour un certain n.
Alors il su�t de montrer que φ se prolonge en un morphisme de X dans Pn.
En e�et, si c'est le cas l'image sera alors contenue dans Y et on aura le résultat souhaité.
On va procéder par récurrence sur n.
Soient x0, . . . , xn les coordonnées homogènes de Pn et U un ouvert où x0, . . . , xn ne s'annulent
pas.
On peut supposer que φ(X\P ) ∩ U 6= ∅ car si φ(X\P ) ∩ U = ∅ alors φ(X\P ) ⊆ Pn\U .
Mais Pn\U est l'union des hyperplans Hi dé�nis par xi = 0.
Puisque φ(X\P ) est irréductible, il est contenu dans Hi pour un certain i.
Maintenant Hi w Pn−1 donc le résultat s'obtient grâce à l'hypothèse de récurrence.
On suppose donc que φ(X\P ) ∩ U 6= ∅.
Pour chaque i, j xi/xj est une fonction régulière sur U.
En composant avec φ, on obtient une fonction régulière fij sur un sous ensemble ouvert de X,
ce qui peut être vu comme une fonction rationnelle sur X c'est à dire fij ∈ K, où K est le
corps des fonctions de X.
Soit υ la valuation de K associée à l'anneau de valuation RP .
Soit ri = υ(fi0), i, . . . , n, ri ∈ Z.
Alors puisque xi

xj
=
(
xi

x0

)(xj

x0

)
on obtient :

υ(fij) = ri − rj i, j = 0, . . . , n

On choisit k tel que rk est minimal parmi r0, . . . , rn.
Alors υ(fik) ≥ 0 pour tout i donc f0k, . . . , fnk ∈ RP .
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Maintenant on dé�nit φ̄(P ) = (f0k(P ), . . . , fnk(P )), et φ̄(Q) = φ(Q) pour Q 6= P .
φ̄ est un morphisme de X dans Pn qui prolonge φ et φ̄ est unique.
L'unicité est claire par construction.
Pour montrer que φ̄ est un morphisme, il su�t de montrer que les fonctions régulières dans un
voisinage de φ̄(P ) sont envoyées par φ∗ = oφ sur des fonctions régulière sur X.
Soit Uk ⊆ Pn les ensembles ouverts où xk 6= 0.
Alors φ̄(P ) ∈ Uk, puisque fkk(P ) = 1.
Maintenant Uk est a�ne, avec l'anneau des coordonnées a�nes égal à

k

[
x0

xk
, . . . ,

xn
xk

]
Ces fonctions composées avec φ sont les f0k(P ), . . . , fnk(P ) donc sont régulières en P par
construction.
Il suit immédiatemment que pour chaque voisinage plus petit φ̄(P ) ∈ V ⊆ Uk, les fonctions
régulières sur V composées avec φ sont les fonctions régulières de X.
On en déduit que φ̄ est un morphisme ce qui complète la preuve.

Théorème 1.4.13. :
Soit K un corps de fonction de dimension 1 sur k. Alors la courbe abstraite non singulière CK
dé�nie précédemment est isomorphe à une courbe projective non singulière.

Preuve. :
Pour démontrer ce théorème on recouvre C = Ck avec des ensembles ouverts Ui isomorphes à
des courbes a�nes non singulières.
Soit Yi la clôture projective de le courbe a�ne Ui. Alors en utilisant la proposition précédente
on dé�nit un morphisme φi : C → Yi.
Ensuite, on considère l'application produit φ : C →

∏
Yi et soit Y la clôture de l'image de C.

Alors Y est une courbe projective et on va montrer que φ est un isomorphisme de C dans Y.
Soit P ∈ C un point quelconque. Alors d'après le corollaire 1.4.8 il existe une courbe une courbe
a�ne V non singulière et un point Q ∈ V avec RP

∼= OQ.
On en déduit que le corps de fonction de V est F , et d'après la proposition 1.4.11 que V est
isomorphe à un sous ensemble ouvert de C.
Ainsi, on a montré que chaque point P ∈ C a un voisinage ouvert qui est isomorphe à une
variété a�ne.
Puisque C est quasi-compact, on peut le recouvrir par un nombre �ni de sous-ensembles ouverts
Ui isomorphes à une variété a�ne Vi.
Puisque Vi ⊆ Ani , on considère Ani comme un sous-ensemble ouvert de Pni et Yi la clôture de
Vi dans Pni .
Alors Yi est une variété projective et on a un morphisme φi : Ui → Yi qui est un isomorphisme
de Ui sur son image.
En appliquant la proposition 1.4.12à l'ensemble de points C\Ui (qui est �ni), on construit le
morphisme φ̄i : C → Yi extension de φi. Alors

∏
Yi est une variété projective comme produit

de variétés projectives.
Soit φ : C →

∏
Yi l'application "diagonale" φ(P ) =

∏
φ̄i(P ), et soit Y la clôture de l'image de

φ.
Alors Y est une une variété projective, et φ : C → Y est un morphisme dont l'image est dense
dans Y (Y est donc une courbe).
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Maintenant, montrons que φ est un isomorphisme. Pour chaque point P ∈ C, on a P ∈ Ui
pour un certain i.
Il y a donc un diagramme commutatif de morphismes dominants :

C
φ−→ Y

↑ ↓
Ui

φi−→ Yi

où π : Y → Yi est la projection sur le ieme facteur.
Ainsi nous avons l'inclusion d'anneaux locaux :

Oφi(P ),Yi
↪→ Oφ(P ),Y ↪→ OP,C

Oφi(P ),Yi
et OP,C sont isomorphes, donc Oφ(P ),Y aussi.

Ainsi, pour chaque P ∈ C, l'application φ∗ : Oφ(P ),Y → OP,C est un isomorphisme.
Soit Q un point de Y.
Alors OQ est dominé par un anneau de valuation discrète R de K/k.
Mais R = RP pour un P ∈ C et Oφ(P )

∼= R donc d'après le lemme 1.4.6 on a Q = φ(P ).
Ce qui montre que φ est surjective.
Mais φ est clairement injective car di�érents points de C correspondent à di�érents sous anneaux
de K.
Ainsi φ est un morphisme bijectif de C dans Y, et pour chaque P ∈ C, φ∗P est un isomorphisme
donc φ est un isomorphisme.

Les corollaire qui suivent ne sont pas démontrer, ils font ici o�ce de récapitulatif.

Corollaire 1.4.14. Toute courbe abstraite non singulière est isomorphe à une courbe quasi-
projective. Toute courbe non singulière quasi-projective est isomorphe à un sous-ensemble ouvert
d'une courbe projective non singulière.

Corollaire 1.4.15. Toute courbe est birationnellement équivalente à courbe projective non sin-
gulière.

Dans un langage catégorique, on peut reformuler les résultats précédents comme suit :
Les trois catégories suivantes sont équivalentes :

a. les courbes projectives non singulières et les morphismes dominants ;

b. les courbes quasi-projectives et les applications rationnelles dominantes ;

c. les corps de fonctions de dimension 1 sur k et les k-homomorphismes.
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Chapitre 2

Le théorème de Riemann Roch

Nous avons vu précédemment la théorie de la valuation [1], dans cette partie nous l'utiliser
pour démontrer le théorème de Riemann Roch. Nous commencons par dé�nir le groupe des
diviseurs et ses propriétés.

2.1 Les diviseurs

Le corollaire 1.1.16 établit que le corps �K des constantes d'un corps de fonctions F/K est une
extension de corps �nie de K et par une remarque qui le succédait on a établit que F pouvait
être considéré comme un corps de fonctions de corps des constantes �K. Dans ce qui suit, on
supposera donc que K = K̃.

Dé�nition 2.1.1. :

� Le groupe des diviseurs :

Le groupe (additif) libre abélien qui est engendré par les places de F/K noté DF est ap-
pelé le groupe des diviseurs de F/K .

Les éléments de DF sont appelés les diviseurs de F/K. En d'autres termes, un diviseur
est une somme formelle :

D =
∑

P∈ PF nPP avec nP ∈ Z et nP = 0 pour presque tout P ∈ PF

Un diviseur de la forme D = P avec P ∈ PF est appelé diviseur premier.

� Addition sur les diviseurs :

Soient deux diviseurs D =
∑

P∈ PF nPP et D′ =
∑

P∈ PF n
′
PP

alors on a : D +D′ =
∑

P∈ PF (nP + n′P )P
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� Elément neutre :

L'élément nul du groupe diviseur est le diviseur :

0 :=
∑

P∈ PF
rPP avec rp = 0 pour presque tout P ∈ PF

� Le support d'un diviseur :

Le support de D est dé�ni par : supp D := {P ∈ PF | nP 6= 0}
Il sera souvent utile d'écrire D sous la forme : D =

∑
P∈S nPP où S ⊆ PF est un ensemble

�ni avec supp D ⊆ S

� Notation :

Par abus de notation, pour Q ∈ PF et D =
∑
nPP ∈ DF on dé�nit υQ(D) := nQ

On a alors :

supp D = {P ∈ PF | υP (D) 6= 0} et D =
∑

P∈supp D

υP (D).P

� Une relation d'ordre sur les diviseurs :

On dé�nit une relation d'ordre sur DF par :

D1 ≤ D2 ⇐⇒ υP (D1) ≤ υP (D2) ∀P ∈ PF

� Diviseur positif :

Un diviseur D ≥ 0 est dit positif .

Notons D+ l'ensemble des diviseurs positifs.

� Degré d'un diviseur :

Le degré d'un diviseur est dé�ni par deg D :=
∑

P∈ PF υP (D).deg P et on a un ho-
momorphisme deg : DF −→ Z

Par le corollaire 1.3.4 un élément non nul x ∈ F a un nombre �ni de zéros et de pôles dans PF .
Donc la dé�nition suivante a un sens.
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Dé�nition 2.1.2. :
Soit x 6= 0 ∈ F , on pose Z ( resp. N ) l'ensemble des zéros ( resp. des pôles ) de x dans PF .
Alors on dé�nit :
� Le diviseur des zéros de x : (x)0 :=

∑
P∈Z υP (x).P

� Le diviseur des pôle de x : (x)∞ :=
∑

P∈N(−υP (x)).P

� Le diviseur principal de x : (x) := (x)0 − (x)∞

Remarque 2.1.3. :

a. On montre facilement que :
(x)0 ≥ 0, (x)∞ ≥ 0 et (x) =

∑
P∈PF

υP (x)P

b. Les éléments 0 6= x ∈ F qui sont constants sont caractérisés par : x ∈ K ⇐⇒ (x) = 0
puisque K = K̃
(Notons que cette équivalence n'est valable que si K est algébriquement clos dans F ).

c. Si u, v ∈ L∗, on a (uv) = (u) + (v) et
(
u
v

)
= (u)− (v), en particulier

(
1
v

)
= −(v)

L'ensemble des diviseurs principal forment un sous groupes de l'esnsemble des diviseurs.

On peut maintenant dé�nir la notion de groupe de diviseurs principaux et de groupe des classes
des diviseurs

Dé�nition 2.1.4. :

� Groupe des diviseurs principaux de F/K :

On a ∀x, y ∈ F\0 (xy) = (x) + (y). D'où un morphisme de groupe ( ) : F\ {0} → DF .
PF = Im( ) < DF est appelé le sous-groupe des diviseurs principaux de F/K.

� Le groupe des classe des diviseurs :

Le groupe quotient CF := DF

PF
est appelé le groupe des classes des diviseurs.

Pour un diviseur D ∈ DF l'élément correspondant dans le groupe quotient CF est la classe
des diviseurs de D notée [D].
On a donc une suite exacte de groupes abéliens :

0→ PF → DF → CF → 0

� Equivalence de deux diviseurs :

Deux diviseurs sont équivalents et on note D ∼ D′ si :
[D] = [D′] i.e D = D′ + (x) pour tout x ∈ F \ {0}
Grâce à la description du groupe des diviseurs principaux de F/K, on voit que l'on a une
relation d'équivalence.
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Nous pouvons maintenant dé�nir l'ensemble dont il est sujet dans le théorème de Riemann
Roch.

2.2 Etude de L(A) et de sa dimension

2.2.1 Dé�nition

La dé�nition suivante joue un rôle fondamental dans la théorie des corps de fonctions.

Dé�nition 2.2.1. Pour un diviseur A ∈ DF on a :

L(A) := {x ∈ F | (x) ≥ −A} ∪ {0}

Conséquence de la dé�nition :
Si A =

∑r
i=1 ni.Pi −

∑s
j=1mj.Qj avec ni > 0, mj > 0 pour tout i = 1 . . . r et j = 1 . . . s

où {Q1, . . . , Qs}
⋂
{P1, . . . , Pr} = ∅ alors ∀u ∈ F

u ∈ L(D)⇐⇒ (u)0 − (u)∞ ≥
s∑
j=1

mj.Qj −
r∑
i=1

ni.Pi

car (u)∞ ≤
∑r

i=1 ni.Pi et (u)0 ≥
∑s

j=1mj.Qj

Autrement dit, L(A) contient tous les éléments x ∈ F tels que :
� x a un zéro d'ordre ≥ mj en Qj pour j = 1, . . . , s
� x peut seulement avoir des pôles en les places P1, . . . , Ps avec l'ordre du pôle de Pi majoré
par ni pour i = 1, . . . , r

Remarque 2.2.2. :
Soit A ∈ DF . Alors :

a. On a pour tout u ∈ F :

u ∈ L(A)⇐⇒ (u) ≥ −A⇐⇒ υP (u) ≥ −υP (A), ∀P ∈ PF

b. L(A) 6= 0 si et seulement si il y a un diviseur A′ ∼ A avec A′ ≥ 0

En e�et, si u ∈ L(A)\{0}, on a A′ := A+ (u) ≥ 0 et A′ ∼ A.
Réciproquement, s'il existe un diviseur A′ ≥ 0 tel que A′ ∼ A alors il existe x ∈ F\ {0}
tel que A′ = A+ (x) ≥ 0 c'est à dire x ∈ L(A)\{0}.
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En fait, il s'agit de montrer ce résultat :
Il existe un entier positif appelé genre de F/K et noté g et une classe de diviseurs appe-
lée classe canonique et notée WF/K tels que pour tout W ∈ WF/K et pour tout A ∈ DF ,
dim L(A) = deg A + 1 − g + dim (W − A ) (théorème de Riemann).
On va procéder de ma manière suivante.
Nous allons d'abord montrer ici que L(A) est un K espace vectoriel a�n de pouvoir dé�nir
sa dimension et montrer qu'elle est �nie, ce qui sera déjà une petit pas vers le théorème de
Riemann Roch.
Nous allons ensuite établir une majoration de dimL(A)− degA qui va nous mener à la dé�ni-
tion du genre et au théorème de Riemann déjá très proche du théorème de Riemman Roch que
l'on c'est donné pour but d'établir en e�et on montre par ce théorème qu'il existe un entier c,
dépendant de F/K tel que : dim L(A) = deg A+ 1− g dès que deg A ≥ c.

2.2.2 Propriétés de L(A)

Lemme 2.2.3. :
Soit A ∈ DF alors on a :

a. L(A) est un espace vectoriel sur K

b. Si A′ est un diviseur équivalent à A alors L(A) ' L(A′) (isomorphisme d'espaces vecto-
riels sur K).

Preuve. :

a. On va donc montrer que L(A) est un sous espace vectoriel de F sur K i.e ∀ x, y ∈ L(A)
et ∀a ∈ K, x+ y ∈ L(A) et ax ∈ L(A)
Soient x, y ∈ L(A) et a ∈ K. Alors pour tout P ∈ PF on a :
υP (x+y) ≥ min(υP (x), υP (y)) ≥ −υP (A) et υP (ax) ≥ υP (a) +υP (x) = υP (x) ≥ −υP (A)
donc x+ y et ax sont dans L(A).

b. Supposons que A ∼ A' c'est à dire que A = A′ + (z) avec 0 6= z ∈ F .

Soit donc ϕ :=

{
L(A) −→ F
x 7−→ xy

C'est une application K-linénaire et injective.
De plus, ∀x ∈ L(A), (xz) = (x)+(z) ≥ −A+(z) = −(A− (z)) = −A′ donc Imϕ ⊂ L(A′)
donc dimk L(A) ≤ dimk L(A′)

De même, on considère ϕ′ :=
{
L(A′) −→ F
x 7−→ xz−1 on obtient Imϕ′ ⊂ L(A) et dimkL(A′) ≤

dimkL(A).
Donc dimkL(A′) = dimkL(A), L(A) = L(A′) et ϕ |L(A), ϕ′ |L(A′) sont des isomorphismes
de K-espace vectoriel inverses l'une de l'autre.
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Lemme 2.2.4. :

a. L(0) = K

b. si A < 0 alors L(A) = {0}

Preuve. :

a. L(0) = K en e�et

x ∈ L(0) ⇐⇒ x = 0 où (x) ≥ 0
⇐⇒ x = 0 où x n′as pas de pôles
⇐⇒ x ∈ K.

b. Supposons qu'il existe un élément 0 6= x ∈ L(A).
Alors (x) ≥ −A > 0 ce qui implique que x a au moins un zéro mais pas de pôles ce qui
est impossible.

On a vu que L(A) était un K-espace vectoriel. Le lemme suivant montre que L(A) est de di-
mension �nie pour tout A ∈ DF .

Lemme 2.2.5. :
Soient A, B des diviseurs de F/K avec A ≤ B. Alors on a :

L(A) ⊆ L(B) et dim

(
L(B)

L(A)

)
≤ deg B − deg A

Preuve. :
Déjà L(A) ⊆ L(B).
En e�et comme A ≤ B si (x) + A ≥ 0 on a (x) +B ≥ 0 .
Pour prouver l'autre assertion, on écrit B = A+ A0 avec A0 ≥ 0
On fait une récurrence sur le nombre de places du support de A0.
On suppose que B = A+ P pour un P ∈ PF .
On choisit un élément t ∈ F avec υP (t) = υP (B) = υP (A) + 1 ( par exemple u = t

υP (B)
P ).

Pour x ∈ L(B) on a υP (x) ≥ −υP (B) = −υP (t) ainsi υP (xt) = υP (x) + υP (t) ≥ 0 donc
xt ∈ OP .
Alors on obtient une application K-linéaire :

φ :=

{
L(B) −→ FP :=

OP
P

x 7−→ (xt)(P )

Montrons que Ker φ = L(A)
Si x ∈ L(B)\{0} on a :

x ∈ Ker φ ⇐⇒ υP (xt) > 0
⇐⇒ υP (x) > −υP (t) = −υP (A)− 1
⇐⇒ υP (x) ≥ −υP (A)
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Comme
x ∈ L(B)\{0} ⇐⇒ υP ′(x) ≥ −υP ′(B), ∀P ′ ∈ PF

On obtient :

x ∈ Ker φ\{0} ⇐⇒
{

υP ′(x) ≥ −υP ′(B) = −υP ′(A), ∀P ′ ∈ PF , P 6= P ′

υP (x) ≥ −υP (A)

x ∈ Ker φ⇐⇒ x ∈ L(A).

Par conséquent Ker(φ) = L(A) et φ induit une application K-linéaire injective de
L(B)

L(A)
dans

FP .

Il suit que : dim

(
L(B)

L(A)

)
≤ dim FP = deg P = deg B − deg A.

Par récurrence sur le nombre de places du support de A0 on montre que c'est vrai quelque soit
A0.

Remarque 2.2.6. :
On peut maintenant reformuler le lemme précédent et écrire :

B ≥ A =⇒ 0 ≤ dim L(B)− dim L(A) ≤ deg B − deg A
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On va voir que L(A) est toujours de dimension �nie. Notre objectif sera ensuite de calculer
dim L(A) en fonction de degA et de deux invariants liés à F/K : son genre g et sa classe
canoniqueWF/K . Dans un premier temps, nous allons majorer degA−dimA par une constante
γ ne dépendant que de F/K.

2.2.3 Dimension de L(A) et majoration

Dé�nition 2.2.7. :
Pour tout diviseur A ∈ DF ,
l'entier dim A := dim L(A) est appelé la dimension du diviseur A.

Proposition 2.2.8. :
Pour tout diviseur A ∈ DF , l'espace L(A) est un espace vectoriel de dimension �nie sur K.
Plus précisément : si A = A+ − A− avec les diviseurs positifs A+ et A− alors :

dim L(A) ≤ deg A+ + 1

Preuve. :
De A = A+ − A− on en déduit A ≤ A+ donc L(A) ⊆ L(A+) il su�t donc de montrer que
dim L(A+) ≤ deg A+ + 1.

Comme 0 ≤ A+ par le lemme 2.2.5 on a dim

(
L(A+)

L(0)

)
≤ degA+. Comme L(0) = K on a dim

L(0) = 1 d'où

L(A) ≤ L(A+) = 1 + dim

(
L(A+)

L(0)

)
≤ deg A+ + 1

Par suite, l'espace L(A) est un espace vectoriel de dimension �nie sur K. Ceci achève la dé-
monstration de notre proposition.

L'un des plus important problème dans la théorie des corps de fonctions est de calculer la di-
mension d'un diviseur.

Théorème 2.2.9. :
Tout diviseur principal est de degré 0.
Plus précisément, soit x ∈ F/K et soient (x)0 et (x)∞ respectivement les diviseurs des zéros et
les diviseurs des pôles de x. Alors :
deg (x)0 = deg (x)∞ = [F : K(x)]

Preuve. :
Si x ∈ K\{0}, (x) = 0 et le résultat est vrai.
Si x ∈ F\K on pose n := [F : K(x)].
Soit le diviseur positif B := (x)∞ = −

∑r
i=1 υi(x)Pi avec υi(x) < 0, ∀i.

On a donc (x) = (x)0 − (x)∞ ≥ −B et deg B ≤ n puisque ( par la proposition 1.1.15 ) :

deg B = −
r∑
i=1

υi(x)deg Pi =
r∑
i=1

υi(x
−1)deg Pi ≤ [F : K(x−1)] = [F : K(x)] = n

les Pi étant les zéros de x−1.
Montrons à présent que deg B ≥ n. Soit {u1, . . . , un} une base de F sur K(x) et A ∈ D+
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un diviseur positif tel que uj ∈ L(A) pour tout j (un tel diviseur existe, il su�t de prendre
A :=

∑n
j=1(uj)∞). Pour tout entier s ≥ 0, les xiuj sont dans L(sB +A) pour tous 0 ≤ i ≤ s et

1 ≤ j ≤ n. En e�et :

∀ s ∈ N, (xiuj) = i(x) + (uj) ≥ −iB − A ≥ −(sB + A)

Alors {xiuj, pour 0 ≤ i ≤ s et1 ≤ j ≤ n} est un système libre du K-espace vectoriel L(sB+A)
(puisque les uj sont libres sur K(x)) formé de (s+1)n éléments. D'où en appliquant la proposition
2.2.8 au diviseur positif sB + A, on a :

∀s ∈ N deg (sB + A) + 1 ≥ dimL(sB + A) ≥ (s+ 1)n

donc
∀s ∈ N s(deg B − n) ≥ n− 1− deg A.

Le deuxième membre ne dépend pas de s, donc on ne peut avoir deg B − n < 0 car sinon
l'inégalité précédente ne serait pas vraie pour tout entier s. Or on a vu que deg B ≤ n donc
nécessairement deg B = deg (x)∞ = n = [F : K(x)]. Comme (x)0 = (x−1)∞ on montre de la
même façon que deg (x)0 = [F : k(x)] = n.

Corollaire 2.2.10. :

a. Soit A et A′ des diviseurs tels que A ∼ A′. Alors on a :
dim A = dim A′ et deg A = deg A′

b. Si deg A < 0 alors dim A = 0

c. Pour un diviseur A de degré 0 les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) A est principal

(b) dim A ≥ 1

(c) dim A = 1

Preuve. :

a. Si A ∼ A′ ⇔ ∃ u ∈ F tel que A− A′ = (u) d'où deg A = deg A′ parce que deg (u) = 0.
dim L(D) = dim L(D′) résulte du lemme 2.2.3 (b).

b. Supposons que dim A > 0. Alors il existe A′ ∼ A tel que A′ ≥ 0 et donc deg A =
deg A′ ≥ 0 d'où une contradiction.

c. Soit A tel que deg A = 0 .
Si A = 0, A = (λ), où λ ∈ K, est principal et dim L(A) = dim L(0) = 1.
Supposons maintenant que A 6= 0
� (a) ⇒ (b) : Supposons que A = (x) est principal avec x ∈ F\K alors x−1 ∈ L(A) et
dim A ≥ 1

� (b)⇒ (c) : On suppose maintenant que dim A ≥ 1, on sait que degA = 0. Alors A ∼ A′

pour A′ ≥ 0. Les conditions A′ ≥ 0 et deg A′ = deg A = 0 implique que A′ = 0 donc
par le lemme 2.2.4 on a dim A = dim A′ = dim 0 = 1

� (c)⇒ (a) : Supposons dim A = 1 et on sait que deg A = 0. Choisissons 0 6= z ∈ L(A)
alors (z)+A ≥ 0. Alors deg ((z)+A) = 0 et il vient (z)+A = 0 donc A = −(z) = (z−1)
est principal.
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Exemple 2.2.11. :
Encore une fois, on considère le corps des fonctions rationnelles F = K(x) comme à la partie
1.2.

Pour 0 6= z ∈ K(x) on a z = a.
f(x)

g(x)
avec a ∈ K\{0}, f(x), g(x) ∈ K[x] et premiers entre eux.

Notons f(x) =
∏r

i=1 pi(x)ni et g(x) =
∏s

j=1 qj(x)mj avec pi(x) et qj(x) ∈ K[x] des polynômes
irréductibles.
Alors le diviseur principal de z dans DK(x) est :

(z) =
r∑
i=1

niPi −
s∑
j=1

mjQj + (deg g − deg f)P∞

où Pi respectivement Qj sont les places correspondantes aux pi(x) et qj(x).

Dans un corps de fonctions arbitraires, les diviseurs principaux servent de substitut à la dé-
composition en polynômes irréductibles qui existe dans le corps des fonctions rationnelles.
En particulier, ∀x, y ∈ F si x et y ont les mêmes zéros et les mêmes pôles alors (xy−1) = 0
donc ∃λ ∈ K\ {0} tel que λy = x :
essentiellement une fonction est uniquement déterminée ( à multiplication par un scalaire non
nul près ) par ses zéros et ses pôles.

Dans la proposition 2.2.8 , on a vu que :

dim A ≤ 1 + deg A pour tout diviseur A ≥ 0. (2.1)

En fait cette inégalité est vraie pour des diviseurs arbitraires de degré ≥ 0. Pour véri�er cela,
on suppose que dim A > 0. Alors A ∼ A′ pour A′ ≥ 0 par la remarque 2.2.1 b) et on a donc
par le corollaire 2.2.10 :
dim A = dim A′ ≤ 1 + deg A′ = 1 + deg A ( la première inégalité se déduit de la proposition
2.2.8 et la seconde égalité se déduit du corollaire 2.2.10 a) )

Proposition 2.2.12. :
Il existe une constante γ ∈ Z tel que pour tout diviseur D ∈ DF , deg D − dim D < γ

Il semblerait dans cette proposition que γ est dépendant de D mais il dépend seulement du
corps des fonctions F/K.

Preuve. :
Soit x ∈ F/K et posons B :=∞ .
D'après la théorème 2.2.9, degB = [L : K].
Comme dans la preuve de ce théorème on peut trouver un diviseur A ≥ 0 (dépendant de x) tel
que dim L(sB + A) ≥ (s+1)deg B pour s ≥ 0.
D'autre part (voir remarque 2.2.6 ) dim L(sB + A) - dim L(sB) ≤ deg A. On en déduit que :

dim L(sB) ≥ (s+ 1)deg B − deg A = deg (sB) + [L : K]− deg A
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Soit
∀ s ≥ 0, deg (sB)− dimL(sB) ≤ γ := deg A− [L : K].

Montrons maintenant que ci c'est vrai pour sB c'est vrai pour tout diviseur D.
On se ramène d'abord à un diviseur positif.
Soit D1 ≥ 0 tel que D ≤ D1 (par exemple D1 = D+).
Alors dim L(sB) - dim L(sB −D1) ≤ deg D1.
Par suite, si s est un entier su�samment grand pour que deg(sB)− γ − deg D1 > 0, on a :

dim L(sB −D1) ≥ dim L(sB)− deg D1 ≥ deg (sB)− γ − deg D1 > 0.

Donc, pour un tel s, il existe u ∈ L(sB−D1) non nul tel que −D1 ≥ −sB d'après la dé�nition
de L(sB −D1), et si D0 := D1− on a D1 ∼ D0 et D0 ≤ sB, par le corollaire 2.2.10, on a deg
D1 = deg D0 ≤ deg(sB) et dim L(D0)=dim L(D1).
Comme D ≤ D1 on a :

deg D − dim L ≤ deg D1 − dim L(D1) = deg D0 − dim L(D0) ≤ deg sB − dim L(sB) ≤ c.

d'après la remarque 2.2.6.
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2.3 Genre d'un corps de fonction et théorème de Riemann

On commence ici par dé�nir la notion de genre.

Dé�nition 2.3.1. :
Le genre g de F/K est dé�ni par :

g := max { deg A− dim A+ 1 | A ∈ DF }

On observe que cette dé�nition prends du sens par la proposition 2.2.12, en e�et on a l'ensemble
{ deg A− dim A+ 1 | A ∈ DF } est non vide et majorée par γ + 1 .

Nous notons ici que le genre est l'invariant le plus important du corps des fonctions.

Remarque 2.3.2. :
Le genre de F/K est un entier positif.
En e�et, par dé�nition de g, posons A = (0). Alors deg (0)− dim (0) + 1 = 0 donc g ≥ 0.

Théorème 2.3.3 ( Théorème de Riemann ). :
Soit F/K un corps des fonctions de genre g

a. Pour tout diviseur A ∈ DF on a dim A ≥ deg A+ 1− g
b. Il existe un entier c, ne dépendant que de F/K tel que dim A = deg A + 1 − g dès que
deg A ≥ c

Preuve. :

a. C'est juste une conséquence de la dé�nition du genre et de la remarque 2.3.2 g ≥ deg A−
dim A+ 1 ∀A ∈ DF

b. On choisit un diviseur A0 avec g = deg A0 − dim A0 + 1 et on pose c := deg A0 + g
Si deg A ≥ c alors :

dim (A− A0) ≥ deg (A− A0) + 1− g ≥ c− deg A0 + 1− g ≥ 1

car c− deg A0 − g = 0 et par le a.
Donc il existe un élément 0 6= z ∈ L(A − A0) et on considère le diviseur A′ = A + (z)
≥ A0 on a :

deg A− dim A = deg A′ − dim A′ (corollaire 2.2.10 car A′ ∼ A et z ∈ F\{0})
≥ deg A0 − dim A0 (par le lemme 2.2.6)
= g − 1 (car g = deg A0 − dim A0 + 1)

Alors : dim A ≤ deg A+ 1− g
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Exemple 2.3.4. :
On veut montrer que le corps des fonctions rationnelles K(x)/K a pour genre g = 0. Pour
prouver cela, on note P∞ le diviseur pôle de x. On considère, pour r ≥ 0, l'espace vectoriel
L(rP∞). Evidemmment les éléments 1, x, · · · , xr sont dans L(rP∞) et on a alors pour r ≥ γ :
r + 1 ≤ dim(rP∞) = deg(rP∞) + 1− g = r + 1− g donc, nécessairement, g≤ 0.
Mais, par ailleurs, on a toujours g ≥ 0 donc g = 0.
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2.4 Le théorème de Riemann Roch

Nous devons encore introduire quelques notions et petits résultats associés à ces notions avant
d'attaquer la démonstration du théorème de Riemann Roch en elle même.

On va considérer un corps de fonctions de genre g.

2.4.1 Index de spécialité et répartion

Dé�nition 2.4.1. :
Pour A ∈ DF

i(A) := dim A − deg A + g − 1

est appelé l'index de spécialité de A.

Par le théorème de Riemman de la partie précédente, i(A) = dim A − deg A + g − 1 ≥ 0
et i(A) = 0 si deg A est su�sament grand. Nous allons voir di�érentes interprétations de i(A)
en tant que dimension de certains espaces vectoriels.

Dé�nition 2.4.2. :
Une répartition de F/K est une application :

α :=

{
PF −→ F
P −→ αP

tel que αP ∈ OP pour presque tout P ∈ PF .
Nous voyons un répartion comme un élément du produit direct

∏
P ∈ PF F et on utilise alors la

notation α := (αP )P∈PF
ou en abrégé, α = (αP ).

L'ensemble : AF :=
{
α | α est une répartition de F/K

}
est appelè l'espace de réparti-

tion de F/K.

Cet ensemble est une K-algèbre. L'addition, la multiplication par les éléments de K se font
composante par composante. On peut aussi dé�nir une multiplication des éléments de AF par
ceux de F en posant :

u ∈ F, α ∈ AF , uα := αuα = (uαP )P∈PL
.

La répartition principale d'un élément x ∈ F est la répartition notée αx dont tous les com-
posants sont égaux à x (on note que cette dè�nition à un sens par le corollaire 1.3.4.
celle-ci est dé�nie par l'application diagonale K-linéaire injective :

∆F :=

{
F ↪→ AF
u αu := (..., u, u, u, ...) = (u)P∈PF

La valuation υP de F/K s'étend naturellement à AF par : υP (α) := υP (αP )
( où αP est le P-composant de l'adèle α ).
Par dé�nition, υP (α) ≥ 0 pour presque tous P ∈ PF .
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Remarque 2.4.3. :
L'espace de répartition est vu de manière évidente comme un espace vectoriel sur K,
( en fait on peut voir AF comme un anneau, mais on n'utilisera pas la structure d'anneaux de
AF ).

Dé�nition 2.4.4. :
Pour A ∈ DF , nous dé�nissons :

AF (A) := {α ∈ AF | υP (α) ≥ −υP (A),∀ P ∈ PF}

Remarquons que ∆F (L(D)) ⊂ AF (D). En particulier, on a :

AF (O) := {α := (αP )P∈PF
∈ AF | αP ∈ OP , ∀ P ∈ PF}

C'est bien sûr un sous espace vectoriel de AF . En identi�ant L et son image ∆F (L) dans AF ,
on considère le sous espace vectoriel de AF

AF (D) + F = {α + αu := (αu + u)P∈PF
, αP ∈ OP , ∀α ∈ AF (D) et u ∈ L}.

Les K-espaces vectoriels F, AF et AF (D) sont de dimensions in�nies. par contre on va montrer
que AF

AF (D)+F
est de dimension �nie.
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Nous allons maintenant dé�nir le concept de di�érentielle de Weil de F/K qui nous mènera à
la seconde interprétation par les index de spécialité d'un diviseur.

2.4.2 Les di�érentielles de Weil

Dé�nition 2.4.5. :
Une di�érentielle de Weil de F/K est une application K-linéaire w : AF → K qui
s'annule en AF (A) + F pour un diviseur A ∈ DF .
En particulier w(αx) = 0 pour toute répartition principale αx. Nous appelons :

ΩF := { w | w est une diff érentielle de Weil de F/K }

le module des di�érentielles de Weil de F/K.
Pour A ∈ DF , soit ΩF (A) := { w ∈ ΩF | w s′annule en AF (A) + F }.

Remarque 2.4.6. :
ΩF est un K-espace vectoriel.
En e�et, si ω1 ∈ ΩF s'annule sur AF (D1) +F et s'annule sur AF (D1) +F et ω2 ∈ ΩF s'annule
sur AF (D2) +F donc ω1 +ω2 s'annule sur AF (D3) +F pour tout diviseur D3 tel que D3 ≤ D1

et D3 ≤ D2 donc ω1 + ω2 ∈ ΩF et si a ∈ K, aω1 s'annule sur AF (D1) + F donc aω1 s'annule
sur AF (D1) + F donc aω1 ∈ ΩF .
D'autre part, on a que ΩF (A) ⊂ ΩF est un sous espace de ΩF .

Le lemme qui suit donne une première interprétation de l'index de spécialité.

Lemme 2.4.7. :
Pour A ∈ DF , nous avons alors dim ΩF (A) = i(A).

Preuve. :
ΩF (A) est naturellement isomorphe à l'espace des formes linéaires sur AF

AF (A)+F
.

Comme AF

AF (A)+F
est de dimension �nie i(A) notre lemme s'en suit immédiatement.

Remarque 2.4.8. :
Une conséquence simple de ce lemme 2.4.7 est que ΩF 6= {0}.
Pour voir cela, choissisons un diviseur A de degré ≤ −2.
On a alors dim ΩF (A) = i(A) = dim A - deg A + g - 1 ≥ 1 ce qui revient à dire que
ΩF (A) 6= 0.

On vient de voir que ΩF est un K-espace vectoriel. On va montrer que ΩF peut être muni d'une
structure de F-espace vectoriel. Pour cela on dé�nit une multiplication des éléments de ΩF par
ceux de F.

Dé�nition 2.4.9. :
Pour x ∈ F et ω ∈ ΩF , on dè�nit xω : AF → K par :

(xω)(α) := ω(xα)
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Remarque 2.4.10. :
Cette application est une di�érentielle puisque, si ω s'annule sur AF (D) + F ,
uω s'annule sur AF (D + (u)) + L.
En e�et, α ∈ AF (D + (u)) signi�e que :

υP (α) ≥ −υP (u), ∀ P ∈ PF ⇔ υP (uα) ≥ −υP (D), ∀ P ∈ PF ⇔ uα ∈ AF (D)

et donc uw(α) := ω(uα) = 0 pour tout α ∈ AF (D + (u)).
On note donc que, si u∈ F ∗,

ω ∈ ΩF (D)⇒ uω ∈ ΩF (D + (u))

Notre dé�nition donne donc bien à ΩF une structure d'espace vectoriel sur F.

Proposition 2.4.11. :
ΩF est un espace vectoriel de dimension 1 sur F

Preuve. :
Choisissons 0 6= ω1 ∈ ΩF (nous savons que ΩF 6= 0 ).
Nous allons montrer que pour tout ω2 ∈ ΩF il existe z ∈ F avec ω2 = zω1.
On peut supposer que ω2 6= 0.
Choisissons A1, A2 ∈ DF tel que ω1 ∈ ΩF (A1) et ω2 ∈ ΩF (A2).
Pour un diviseur B ( qui sera spéci�é plus tard) on considère les applications K-linéaires, i = 1, 2

ϕi :=

{
L(Ai +B) −→ ΩF (−B)
x 7−→ xωi

ϕi est bien dé�nie puisque, u ∈ L(Ai +B)∗ signi�e que (u) ≥ −Ai −B et on a donc :

uωi ∈ ΩF (Ai + (u)) ⊂ ΩF (−B).

A�rmation :

Pour un choix approprié du diviseur B, on a ϕ1(L(A1 +B)) ∩ ϕ2(L(A2 +B)) 6= {0} .

En utilisant cette a�rmation la preuve de la proposition est facile.
En e�et, on choisit x1 ∈ L(A1 +B) et x2 ∈ L(A2 +B) tels que x1ω1 = x2ω2 6= 0.
Alors ω2 = (x1x

−1
2 )ω1 comme voulu.

Preuve de l'a�rmation :

Rappelons que : si U1, U2 sont des sous-espaces d'un espace vectoriel de dimension V alors

dim (U1 ∩ U2) ≥ dim U1 + dim U2 − dimV.

Soit B > 0 un diviseur de degré su�samment grand tel que

dim (Ai +B) = deg (Ai +B) + 1− g pour i = 1, 2.

c'est possible grâce au théorème de Riemann. L'ensemble Ui := ϕi(L(Ai + B)) ⊆ ΩF (−B).
Comme

dim ΩF (−B) = i(−B) = dim (−B)− deg (−B) + g − 1 = deg B + g − 1,
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on obtient :
dim U1 + dim U2 − dim ΩF (−B)

= deg (A1 +B) + 1− g + deg (A2 +B) + 1− g − (deg B + g − 1)

= deg B + (deg A1 + deg A2 + 3(1− g)).

Le terme entre parenthése est indépendant de B, donc

dim U1 + dimU2 − dim ΩF (−B) > 0

Si deg B est su�samment grand. Il s'en suit que U1∩U2 6= {0} ce qui prouve notre a�rmation.

Nous voulons associer à une di�érentielle de Weil ω 6= 0, un certain diviseur.
Pour y parvenir, on considère ( pour un ω �xé ), l'ensemble des diviseurs :

M(ω) := { A ∈ DF | ω s′annule en AF (A) + F }

Lemme 2.4.12. :
Soit 0 6= ω ∈ ΩF

Alors il y a un unique diviseur déterminé W ∈ M(ω) tel que A ≤ W pour A ∈ M(ω).

Preuve. :
D'après le théorème de Riemann il existe une constante c, dépendante seulement du corps de
fonction F/K, avec la propriété i(A) = 0 pour tout A ∈ DF de degré≥ c.
Comme dim

(
AF

AF (A)+F

)
= i(A), nous avons deg A < c pour tout A ∈M(ω).

Alors nous pouvons choisir un diviseur W ∈M(ω) de degré maximal.
Supposons que W n'a pas la propriété de notre lemme.
Alors il existe un diviseur A0 ∈M(ω) avec A0 ≤ W , c'est à dire υQ(A0) ≥ υQ(W ) pour Q ∈ PF .
Nous a�rmons que

W +Q ∈M(ω),

ce qui est en contradiction avec la maximalité de W.
En e�et, considérons une répartition α = (αP ) ∈ AF (W +Q).

Nous pouvons écrire α = α
′
+ α

′′
avec

α
′

P :=

{
αP pour P 6= Q,
0 pour P = Q

α
′′

P :=

{
0 pour P 6= Q,
αQ pour P = Q

Alors α
′ ∈ AF (W ) et α

′′ ∈ AF (A0), donc ω(α) = ω(α
′
) + ω(α

′′
) = 0.

Alors ω est identiquement nul sur AF (W +Q) + F , et l'a�rmation est démontrée.
L'unicité de W est maintenant immédiate.
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La dé�nition qui va suivre prend alors un sens.

Dé�nition 2.4.13. :

a. Le diviseur (w) d'une di�érentielle de Weil w 6= 0 est l'unique diviseur de F/K
satisfaisant :

(a) ω s'annule en AF (ω) + F .

(b) si w s'annule en AF (A) + F alors A ≤ (w).

b. Pour 0 6= ω ∈ ΩF et P ∈ PF , nous dè�nissons υP (ω) := υP ((ω)).

c. Une place P est dite un zéro de w (resp. pôle de w ) si υP (ω) > 0 à ( resp. υP (ω) <
O).
w est dite régulière en P si υP (ω) > 0 et w est dite régulière ( ou holomorphe ) si elle
est réguliére en tout point P ∈ PF .

d. Un diviseur W est appelé un diviseur canonique de F/K si W = (w) pour w ∈ ωF

Remarque 2.4.14. :
Si ω ∈ ΩF\{0} et W = (ω), on a donc les propriétés suivantes :

a. ω ∈ ΩF (W ) et

b. pour tout diviseur D tel que D ≤ W, ω ∈ ΩF (D).

Par suite on peut aussi écrire :

ΩF (A) = { w ∈ ΩF | w = 0 où (w) ≥ A }

et
ΩF (O) = { w ∈ ΩF | w est réguliére}

C'est l'espace des di�érentielles qui n'ont pas de pôles.
Comme conséquence du lemme 2.4.7 qui aboutissait au résultat dim ΩF (A) = i(A) et de la
dé�nition de l'index de spécialité, nous obtenons :

dim ΩF (0) = g
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Proposition 2.4.15. :

a. Pour 0 6= x ∈ F et 0 6= w ∈ ΩF ,
nous avons (xw) = (x) + (w)

b. Deux diviseurs canoniques de F/K sont équivalents.

Preuve. :
Si ω est identiquement nul sur AF (A) +F alors xω est identiquement nul sur AF (A+ (x)) +F ,
par conséquent

(ω) + (x) ≤ (xω).

De même (xω) + (x−1) ≤ (x−1xω) = (ω). En combinant ces inégalités nous avons

(xω) + (x−1) ≤ (xω) ≤ −(x−1) + (ω) = (ω) + (x).

Cela montre (a), le (b) découle de (a) et de la proposition 2.4.11.
En e�et, (ω) = (u) + (ω0) et donc les diviseurs canoniques sont équivalents entre eux.
De plus, si D ∼ (ω0), on a D = (ω0) + (u) = (uω0) donc D est un diviseur canonique.

Une conséquence simple de cette proposition est que les diviseurs canoniques de F/K forment
une classe entière [W] dans le groupe CF des classes de diviseurs ;
Cette classe de diviseur est appelée la classe canonique de F/K.
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Nous arrivons en�n au coeur de notre sujet c'est à dire à la démonstration du théorème de
Riemann Roch, elle va s'articuler de la manière suivante.
Dans un premier temps, on va établir une version préliminaire du théorème , en e�et nous allons
établir que :

∀A ∈ DF , dim A = deg A + 1 − g + + dim

(
AF

AF (A) + F

)
.

Pour cela au vu de la dé�nition de l'index de spécialité, on devra établir que : Pour un diviseur
A, l'index de spècialitè est :

i(A) = dim

(
AF

AF (A) + F

)

On établira le résultat en procédant par étapes bien précises.
Puis on montrera que dim ωF (A) = i(A) et que i(A) = dim (W-A). Ce qui montrera le théorème
de Riemann roch en e�et, on aura : pour tous A ∈ AF ,

dim A = deg A + 1 − g + dim (W − A ).

Prenons notre courage à deux mains et lançons nous...

2.4.3 Démonstration du théorème de Riemann Roch

Nous allons commencer par établir une version préliminaire du théorème de Riemman Roch
qui montrera le résultat suivant :

∀A ∈ DF dim A = deg A + 1 − g + dim

(
AF

AF (A) + F

)
Puisque pour A∈ DF , i(A) := dim A − deg A + g − 1, montrer ce résultat est équivalent à
montrer le théorème suivant :

Théorème 2.4.16. :
Pour un diviseur A, l'index de spécialité est :

i(A) = dim

(
AF

AF (A) + F

)
Remarque 2.4.17. :

� Ici, dim veut dire la dimension en tant qu'espace vectoriel sur K.
� Notons que, bien que l'espace vectoriel AF , AF (A) et f sont de dimensions in�nis, le théorème

dit que l'espace quotient
AF

AF (A) + F
est de dimension �nie sur K.

Preuve. :
On procède en plusieurs étapes.
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� Etape 1 :
Soient A1, A2 ∈ DF et A1 ≤ A2.
Alors AF (A1) ⊆ AF (A2) et

dim

(
AF (A2)

AF (A1)

)
= deg A2 − deg A1

Preuve de l'étape 1 :
AF (A1) ⊆ AF (A2) est trivial. C'est su�sant pour montrer ce qui précède.
Dans le cas oú A2 = A1 + P avec P ∈ PF (le cas général suit par induction).
On choisit t ∈ F avec υP (t) = υP (A1) + 1 et on considère l'application K-linéaire

φ :=

{
AF (A2) −→ FP
α 7−→ (tαP )(P )

Il est facile de véri�er que φ est surjective et que son noyau est AF (A1). Par conséquent

deg A2 − deg A1 = deg P = [FP : K] = dim

(
AF (A2)

AF (A1)

)

� Etape 2 :
Soit A1, A2 ∈ DF et A1 ≤ A2 comme dans ce qui précède. Alors

dim

(
AF (A2) + F

AF (A1) + F

)
= (deg A2 − dim A2)− (deg A1 − dim A1)

Preuve de l'étape 2 :
Nous avons une suite exacte d'applications linéaires

0 −→ L(A2)

L(A1)
−→ AF (A2)

AF (A1)
−→ AF (A2) + F

AF (A1) + F
−→ 0

Où σ1 et σ2 sont clairement dé�nies. En e�et, la seule assertion non triviale et que le noyau de
σ2 est contenu dans l'image de σ1. Pour montrer cela, soit α ∈ AF (A2) avec σ2(α+AF (A1)) =
0. Alors α ∈ AF (A1) +F , alors il y a x ∈ F avec α−x ∈ AF (A1). Comme AF (A1) ⊆ AF (A2)
on conclut que x ∈ AF (A2)∩F = L(A2). On a donc α+AF (A1) = x+AF (A1) = σ1(x+L(A1))
est dans l'image de σ1.

De ce qui précéde nous obtenons

dim

(
AF (A2) + F

AF (A1) + F

)

= dim

(
AF (A2)

AF (A1)

)
− dim

(
L(A2)

L(A2)

)
= (deg A2 − deg A1)− (dim A2 − dim A1)

en utilisant l'étape 1.
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� Etape 3 :
Si B est un diviseur avec dim B = deg B + 1− g, alors AF = AF (B) + F
Preuve de l'étape 3 :
Nous commencons par observer que pour B1 ≥ B nous avons :

dim B1 ≤ deg B1 + dim B − deg B = deg B1 + 1− g

D'autre part, dim B1 ≥ deg B1 + 1− g par le théorème de Riemann. Donc

dim B1 = deg B1 + 1− g pour tout B1 ≥ B.

Maintenant nous montrons que AF = AF (B) + F . Soit α ∈ AF . Nous pouvons trouver un
diviseur B1 ≥ B tel que α ∈ AF (B1). Par le résultat de l'étape 2 et ce qui précède, on a :

dim

(
AF (B1) + F

AF (B) + F

)
= (deg B1 − dim B1)− (deg B − dim B)

= (g − 1)− (g − 1) = 0

Cela implique que AF (B) + F = AF (B1) + F . Puisque α ∈ AF (B1) il s'en suit que α ∈
AF (B) + F , et on a le résultat voulu.

� Etape 4 :

Preuve du théorème : on montre que i(A) = dim

(
AF

AF (A) + F

)
Preuve de l'étape 4 :
On considére un diviseur arbitraire A. Par le théorème de Riemann il existe un diviseur
A1 ≥ A tel que dim A1 = deg A1 + 1− g, AF = AF (A1) + F , et alors on obtient :

dim

(
AF

AF (A) + F

)
= dim

(
AF (A1) + F

AF (A) + F

)
= (deg A1 − dim A1)− (deg A− dim A)

= (g − 1) + dim A− deg A = i(A)

Par le corollaire qui suit nous obtenons une autre caractèrisation du genre de F/K.

Corollaire 2.4.18. :

g = dim

(
AF

AF (0) + F

)
Preuve. :

i(0) = dim (0)− deg (0) + g − 1 = 1− 0 + g − 1 = g
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Nous tenons à préciser que c'est le théorème le plus important de la théorie des corps de fonc-
tions.
Démontrons maintenant la version principale du théorème :

Théorème 2.4.19. (Théorème de Riemman Roch) :
Soit W un diviseur canonique de F/K
Alors, pour tous A ∈ AF ,

dim A = deg A + 1 − g + dim (W − A )

Preuve. :

Etape 1 :
Lemme 2.4.7 démontré précédemment :
Pour A ∈ DF , nous avons alors dim ΩF (A) = i(A).

Etape 2 :
Soit A un diviseur arbitraire et W = (w) un diviseur canonique de F/K.
Alors l'application :

µ :

{
L(W − A) −→ ωF
x −→ xw

est un isomorphisme de K-espace vectoriel.
En particulier : i(A) = dim (W-A).

Preuve de l'étape 2 :
Pour x ∈ L(W − A) nous avons

(xω) = (x) + (ω) ≥ −(W − A) +W = A,

Alors xω ∈ ΩF (A) . Donc µ est une application de L(W − A) dans ΩF (A). µ est clairement
linéaire et injective. Pour montrer que µ est surjective nous considérons une di�érentielle de
Weil ω1 ∈ ΩF (A). nous avons ω1 = xω avec x ∈ F . comme

(x) +W = (x) + (ω) = (xω) = (ω1) ≥ A,

nous obtenons (X) ≥ −(W − A), alors x ∈ L(W − A) et ω1 = µ(x). Nous avons montrer que
dim ΩF (A) = dim (W − A).
Comme dim ΩF (A) = i(A) d'après le lemme 2.4.7 cela implique que i(A) = dim (W − A).

Etape 3 : (Démonstration du théorème)
Soit W un diviseur canonique de F/K alors, ∀ A ∈ AF , dim A = deg A+ 1− g+ dim (W −A)
Preuve de l'étape 2 :

dim A = deg A+ 1− g + i(A) = deg A+ 1− g + dim (W − A)
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Chapitre 3

Conséquences du théorème de

Riemann-Roch

3.1 Quelques conséquences immédiates

Corollaire 3.1.1. :
Pour un diviseur canonique W, nous avons deg W = 2g - 2 et dim W = g.

Par le théoréme de Riemman, nous savons déjà qu'il y a une constante c tel que i(A) = 0 quand
deg A ≥ c.
Nous pouvons maintenant donner une description plus précise de comment choisir cette constante.

Théorème 3.1.2. :
Si A est un diviseur de F/K de degré ≥ 2g − 1
alors dim A = deg A+ 1− g

Observons que la majoration par 2g - 1 qui a été obtenue dans ce rèsultat, est optimale, puisque
le diviseur canonique W est tel que dim W deg W + 1 − g (par le corollaire ci-dessus).
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3.2 Caractérisation du genre

Proposition 3.2.1. :
Soient g0 ∈ Z et W0 ∈ DF satisfaisant à :

dim A = deg A+ 1− g0 + dim (W0 − A)

pour tout A ∈ DF . Alors g0 = g, et W0 est un diviseur canonique.

Preuve. :
Pour A = 0 le théorème de Riemann-Roch donne

1 = dim 0 = deg0 + 1− g0 + dim (W0 − 0).

ainsi dim W = g0.
Et pour A = W0 nous obtenons

g = dim W0 = deg W0 + 1− g0 + dim (W0 −W0).

alors degW0 = 2g0 − 2.
Par conséquent W0 est un diviseur canonique.
Soit F/K un corps de fonctions, W un diviseur canonique de F/K.
Choisissons un diviseur A avec degA > max {2g − 2, 2g0 − 2}.
Alors dim A = deg A + 1 - g , puisque dim A = deg A + 1 - g + dim( W - A ) et comme
degA ≤ 2g − 1 et deg W = 2g - 2, deg ( w - A )< 0.
Il s'en suit que dim (W − A) = 0. Et dimA = degA + 1 − g0 d'après la relation satisfaite par
g0.
Donc g0 = g
En�n, posons A = W. Ce qui donne

g = (2g − 2) + 1− g + dim(W0 −W ),

d'où dim (W0 −W ) = 1.
Comme deg (W0 −W ) = 0 ce qui implique que W0 −W est principal, alors W0 ∼ W .
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3.3 Caractérisation du corps rationel

Théorème 3.3.1. :
Pour un corps de fonctions F/K les propriétés suivantes sont équivalentes :

a. F/K est rationel i.e F = K(x) pour un x transcendant sur K.

b. F/K est de genre zéro, et il existe un diviseur A ∈ DF de degré 1 ( dans le cas où K est
algébriquement clos ou si K est un corps �ni cette dernière condition est super�ue).

Preuve. :
Nous avons déjà montré (1)⇒ (2)
(2)⇒ (1) si g = 0 et deg A = 1 comme deg A ≤ 2g− 1 nous avons dim A = deg A+ 1− g = 2.
Donc il existe un diviseur e�ectif Ã( Ã ≥ 0 ) tel que A ∼ Ã, degÃ = 1 et dimÃ = 2 d'où il
existe un élément x ∈ L(Ã) \K, alors (x) 6= 0 et (x) + Ã ≥ 0. Comme Ã est e�ectif, Ã ≥ 0 et
deg Ã = 1, nous avons nécessairement Ã = (x)∞, le diviseur polair de x. Il s'en suit

[F : K (x)] = deg(x)∞ = deg Ã = 1.

alors F = K(x).

Si K n'est pas parfait, il existe des corps de genre 0 qui ne sont pas rationnels. Mais si K est
parfait,F/K est le corps rationnel si et seulement si le genre est nul.
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3.4 Théorème de Cli�ord

Citons le théorème de Cli�ord qui donne une majoration de dim(D) dans le cas où 0 ≤ degD ≤
2g − 2.

Théorème 3.4.1. :
Soient F/K un corps de fonctions, D ∈ DF tel que 0 ≤ deg D ≤ 2g − 2 alors

dim (D) ≤ 1 +
1

2
deg D.

Preuve. :

a. Si dim (D) = 0 c'est clair.

b. Si i(D) = dim (k −D) = 0 on a :
dim (D) = deg D − g + 1 = 1 + 1

2
deg D + 1

2
deg D − g ≤ 1 + 1

2
deg D − 1 < 1 + 1

2
deg D.

Donc la propriété est aussi véri�ée.

c. Supposons que dim (D) > 0 et dim (k −D) > 0.
Nous avons d'une part :

dim (D)− dim (k −D) = deg D − g + 1.

D'autre part, montrons que :

dim (D) + dim (k −D) ≤ 1 + dim (k) = 1 + g,

alors en ajoutant ces deux expresssions nous aurons le résultat voulu.
Plus généralement nous pouvons montrer que

dim (A) > 0 et dim (B) > 0⇒ dim (A) + dim (B) ≤ 1 + dim (A+B).

En e�et, soit A ≥ 0 tel que dim(A)> 0.
L'ensemble

X := {D ∈ DF |D ≤ A et dim (D) = dim (A)}
est non-vide car elle contient A et ses éléments ont un degré ≥ 0.
Soit A0 un élément de X de degré minimal.
On a donc, pour toute place P, dim (A0 − P ) < dim (A0).
Montrons que A0 et B := P1, ..., Pr véri�ent notre relation.
On a dim (A0 − Pi) < dim (A0) pour tout i = 1, ..., r.
On suppose que K est in�ni( si K = Fq on peut montrer que c'est encore vrai :
on fait la preuve pour K = F̄q puis on utilise que dim(D)est invariant par extension du
corps des constantes).
Alors il existe

u ∈ L(A0)/ ∪ri=1 L(A0 − Pi).

Le noyau de l'application K-linéaire
L(B) −→ L(B + A0)/L(A0)
x 7−→ xz mod L(A0).

est égal à K.
Donc dim (B)− 1 ≤ dim (B + A0)− dim (A0), d'où le résultat pour A0 et B.
En�n, puisque A0 ≤ A et dim (A0) = dim (A),
dim (A) + dim (B) = dim (A0) + dim (B) ≤ 1 + dim (B + A0) ≤ 1 + dim (B + A).

54



3.5 Lacunes en une place

Lemme 3.5.1. Soit P une place. Pour tout n ≥ 2g et pour toute place P, il existe une fonction
z ∈ F telle que (z)∞ = nP ( en particulier P est l'unique pôle de z )

Preuve. :

dim (nP ) = ndeg P − g + 1

et
dim ((n− 1)P ) = (n− 1)deg P − g + 1 < ndeg P − g + 1 = dim (nP )

Comme L((n− 1)P ) ⊂ L(nP ), il existe z ∈ L(nP )/L((n− 1)P ) et on a (z)∞ = nP .

Dé�nition 3.5.2. :
Soit P une place. Un entier n ≥ 0 est une lacune en P ( resp. non-lacune en P ) s'il n'existe
pas ( resp. s'il existe) z ∈ F tel que (z)∞ = nP .

Le lemme précédent montrer qu'aucun entier n ≥ 2g n'est une lacune. D'autre part 0 n'est pas
une lacune car si λ ∈ K∗, (λ) = 0.

Lemme 3.5.3. :
L'ensemble des non-lacunes en P est un semi-groupe additif.

Preuve. :
En toute place P, 0 est une non-lacune et si n1 et n2 sont des non-lacunes on a :
(x1) = n1P et (x2) = n2P , d'oò (x1x2) = (n1 + n2)P donc n1 + n2 est une non-lacune

Proposition 3.5.4. :
On suppose que F/K a un genre g > 0 et possède une place P de degré 1.
Alors il y'a exactement g lacunes distinctes en P i1 = 1 < ... < ig = 2g − 1.

Preuve. :
Considérons la suite formée des 2g K-espaces vectoriels suivants

K = L(0) ⊂ L(P ) ⊂ L(2P ) ⊂ ... ⊂ L((2g − 1)P ).

On a dim(0) = 1 , dim((2g - 1)P ) = 2g - 1 - g + 1 = g et la di�érence entre les dimensions de
deux espaces successifs est au plus 1 puisque

dim (L(nP )/L((n− 1)P ) ≤ deg nP − deg (n− 1)P = deg P = 1.

Par suite il y a exactement g espaces vectoriels distincts dans la suite précédente et donc
exactement g lacunes en P comprises entres 0 et 2g - 1. L'entier 1 est une lacune sinon tout
n ≥ 0 serait une non-lacune grâce au fait que l'ensemble des non- lacunes en P est un semi-
groupe et c'est impossible par ce que g > 0.

Soit P une place de degré 1 de F/K. En utilisant le théorème de Riemann-Roch, on obtient
n ∈ N∗ est une lacune en P ⇐⇒ dim (nP ) = dim ((n− 1)P )⇐⇒ i((n− 1)P ) = i(nP ) + 1.
Par suite
n ∈ N∗ est une lacune en P ⇐⇒ L(nP ) = L((n− 1)P )⇐⇒ ΩF (nP ) ( ΩF ((n− 1)P ),
et
n ∈ N∗ est une lacune en P ⇐⇒ L(nP ) ) L((n− 1)P )⇐⇒ ΩF (nP ) = ΩF ((n− 1)P ).
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Conclusion

La théorie de la valuation est comme nous l'avons vu une théorie très puissante et très belle
qui nous a permis de réaliser de magni�ques démonstrations.
Nous savons maintenant que tout anneau de valuation discrète de F/K est isomorphe à l'anneau
local en un point sur une courbe a�ne non singulière.
Sachant cela grâce à la théorie de la valuation, nous avons pû trouver la dimL(A) (qui comme
nous l'avons vu à travers la conséquence importante de la dé�nition 2.1.1 peut être assimillé à
la notion de zéros et de pôles) c'est ainsi que nous avons répondu à la deuxième question.
En e�et, dim A nous a permis de donner la dimension de l'espace des courbes a�nes non sin-
gulières ayant un nombre de pôles et de zéros �xés à l'avance.
Ceci étant dit ce théorème a une portée beaucoup plus large. Nous l'avons entrevu à travers
quelques applications comme la caractérisation du genre et du corps des rationnels (qui nous à
suivie le long de notre ter), le théorème de Cli�ord et la notion de lacunes en une place.
Nous n'avons par manque de temps pas pû aborder d'autres application plus di�ciles à démon-
trer.
Nous aurions pû démontrer le théorème de Riemann Roch par la théorie des faisceaux mais
c'est une théorie bien compliquée et nos connaissances en géométrie algébrique ne sont pas assez
poussées. Si cela intéresse le lecteur, il trouvera la preuve par la théorie des faisceaux dans le
GEOMETRY ALGEBRAIC du Hartshorne.
Nous avons découvert dans ce ter une théorie que nous connaissions à peine et nous avons pû
remarquer son e�cacité et cela découvrir un peu mieux la géométrie algébrique.
Il est évident qu'avec un peu plus de temps nous aurions pû étendre notre sujet et pouvoir en
voir d'avantage, peut être plus tard...
Nous concluerons avec cette citation :
Notre pédagogie ne donne à ceux qui apprennent les mathématiques que bien peu de chances
d'entrevoir le sens profond, la raison d'être, de ce sur quoi portent leurs e�orts.
..Jaillissement de l'esprit..
Seymour Papert
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