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Table des notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long du travail :

k̄ � pksepq la cloture algébrique du corps k
Γk � Galpk̄|kq le groupe de Galois absolu du corps k
OX,x le germe du faisceau structural de X
MX,x l’idéal maximal de OX,x

kpxq :� OX,x

MX,x
le corps résiduel de X

Arns les points de de n-torsion
TrK{kpAq Ñ k la trace de chow sur K{k
ρA,n : π1pXq Ñ GLpAηrnsq la représentation canonique de π1pXq dans le groupe Aηrns
Xpnq courbe modulaire abstraite définie par U � kerpρA,nq Cop π1pXq
Xv courbe modulaire abstraite définie par U � S tabπ1pXqpvq  op π1pXq
Xn

�
|xvy|�n
vPAηrns

Xv.

gpnq min
vPAηrns�

tgXvu.

Aηrns� pour l’ensemble des points de torsion d’ordre exactement n.
GM l’image de ρA,M : π1pXq Ñ GLpMq
KM le noyau de ρA,M : π1pXq Ñ GLpMq
PB place à bonne réduction
SS place à réduction semi-stable
PSS place à réduction potentiellement semi-stable
Oi,n tw P G`v tel que |   γi,` ¡ w| � nu
EI

�
iPI
Oi,1 � pG`vq γi|iPI¡

Σi
°

I�t1...,ru, |I|�i
|EI|

Σi |
�

I�t1,...ru, |I|�i EI|

E�
I EI r

�
I(J EJ

Σ�i
°

I�t1,...ru, |I|�i |E
�
I |

Σ
�

i |
�

I�t1,...ru, |I|�i E�
I |

rKpXq : KpYqs degré de l’extension du corps de fonctions de X et Y .

R :�
n°

i�1
ρpPiqPi un diviseur de Weil

LpDq faisceau inversible associé au diviseur de Weil D
CaClpXq ensemble des diviseurs de Cartier de X
ClpXq ensemble des diviseurs de Weil de X
PicpXq ensemble des faisceaux inversibles de X
longpMq longueur d’un module M
ΩX|k faisceau des différentielles relatives
AK A � specpKq
Ga groupe additif
Gm groupe multiplicatif
Gxpiq ième groupe de ramification
T tore
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1. Introduction

On supposera acquis les rudiments de la géométrie algébrique ([8, chap.II-IV ], [11, chap.2 et 7],
[9, part A et C]) et la théorie du groupe fondamental comme exposée en [3], [22, chap.3-5].

Ce mémoire a pour objet la lecture d’une partie de l’article [4], que l’on s’est efforcé de replacer
dans le contexte des travaux de ses auteurs sur les représentations du groupe fondamental des courbes.

Les résultats principaux de cet article sont :

Théorème 1.1. Soit k un corps algébriquement clos de type fini et de caractéristique 0, K{k un corps
de fonction en une variable et A une variété abélienne sur K ne contenant pas de sous variété k-
isotriviale non triviale. Supposons que K est de genre ¥ 1 ou que A soit à réduction semi-stable sauf
éventuellement en une place. Alors il existe N � NpA, gq ¥ 0 tel que toute extension finie L{K de
genre gL ¤ g on a ApLqtors � ArNs.

Corollaire 1.2. Soit k un corps de caractéristique 0, X une courbe lisse, séparée et géométriquement
connexe sur k et A Ñ X un schéma abélien. Supposons que X est de genre supérieur ou égal à 1
ou que A Ñ X à réduction semi-stable en tout point sauf éventuellement un point (géométrique) de
X̃ r X. Alors pour chaque premier ` il existe un entier np`q ¥ 1 tel que :

(i) np`q � 1 pour ` " 0 ;
(ii) l’ensemble des x P Xpkq tel que `np`q||Axpkqtors| est fini pour tout premier ` ¥ 0.

Remarque 1.3. – On démontrera ce corollaire seulement lorsque Aη ne contient pas de sous va-
riété abélienne k̄-isotriviale. Sans cette hypothèse la preuve dépasse mes connaissances ac-
tuelles.

– Pour une reformulation plus géométrique du théorème 1.1, voir le théorème 6.1.

La motivation de ces énoncés est la conjecture de torsion pour les variétés abéliennes.

Conjecture 1.4 (Conjecture de torsion pour les variétés abéliennes sur un corps de type fini de
caractéristique 0). Pour tout corps de type fini k de caractéristique 0 et pour tout entier d ¥ 1, il
existe un entier N :� Npk, dq ¥ 1 tel que pour tout variété abélienne A Ñ k de dimension d, on a :

Apkqtors � ArNs.

On peut également énoncer une variante plus faible, où l’on cherche uniquement à borner uniformé-
ment l’ordre des `-Sylow :

Conjecture 1.5 (Conjecture de torsion `-primaire pour les variétés abéliennes sur un corps de
type fini de caractéristique 0). Pour tout corps de type fini k de caractéristique 0, pour tout nombre
premier ` et pour tout entier d ¥ 1, il existe un entier N :� Npk, `, dq ¥ 1 tel que pour toute variété
abélienne A Ñ k de dimension d, on a :

Apkqtorsr`
8s � Ar`Ns.

Pour les courbes elliptiques (d � 1q, la conjecture de torsion `-primaire a été montrée par Y. Manin
([12]). La preuve de la conjecture de torsion est l’aboutissement d’une série de travaux par B. Mazur
(cf. [13]), D. Abramovich, L. Merel (cf. [14]).

Définissons brièvement une courbe modulaire. Soit un entier n. On considère le foncteur :
F1pnq : schop Ñ S ets

S ÞÑ

"
pE,T q| E Ñ S schéma abélien dont les fibres sont des

courbe elliptique et T : S Ñ E section de n-torsion

*
{ v
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où la relation d’équivalence est définie par : pE,T q � pE,T 1q ô Dα : EÑ̃E1 un isomorphisme de
schémas elliptique tel que α � T � T 1. Ce foncteur n’est pas représentable c’est à dire qu’il n’existe
pas un schéma Y1pnq tel que F1pnq � Homschp�,Y1pnqq. Cependant F1pnq admet des schémas de
modules grossier i.e. on a le théorème :

Theorem 1.6. Il existe une courbe Y1pnq Ñ Q que l’on appelle courbe modulaire et un morphisme
de foncteur F1pnq

θ
ÝÑ Homschp�,Y1pnqq tel que :

(1) Si S � specpΩq avec Ω corps algébriquement clos alors Y1pnqpΩqÐ̃ÝÝ
θpΩq

F1pnqpspecpΩqq est

une bijection.

(2) Pour tout morphisme de foncteur, F1pnq Ñ Homschp�,Cq.
On a la factorisation suivante : F1pnq

θ

��

// Homschp�,Cq

Homschp�,Y1pnqq

55lllllllllllll

.

En outre, pour toute extension k{Q, θ induit une bijection F1pnqpspecpkqq ˜ÝÝÑ
θpkq

Y1pnqpkq.

Les preuves de Y. Manin puis D. Abranomovich, L. Merel ont consisté à montrer que Y1p`
nqpkq �

H pour n " 0 puis que Y1p`qpkq pour ` " 0. On verra que la preuve du corollaire 1.2 à partir du
théorème 6.1 reprend cette idée pour une définition ad-hoc de l’anogue des courbes modulaires Y1pkq.
(cf § 4.2) que nous appellerons "courbes modulaire abstraites" et dont la construction utilise la théorie
du groupe fondamental.

Pour d ¥ 2, les conjectures 1.5 et 1.4 sont encore complètement ouvertes. L’une des principales
difficultés du cas de la dimension supérieure est que la dimension des espaces de modules de variétés
abéliennes (principalement polarisées de dimension¥ 2) sont de dimension¥ 2 et que l’arithmétique
des variétés de dimension supérieure est extrèmement mal comprise.

Dans leurs travaux [2, 4], A. Cadoret et A. Tamagawa proposent de considérer une situation in-
termédiaire entre le cas des courbes elliptiques (dont l’espace de module est P1) et la conjecture de
torsion en dimension supérieure. Plus précisément, ils considèrent l’énoncé suivant :

Conjecture 1.7. Pour tout corps de type fini k de caractéristique 0 et A un schéma abélien sur une
courbe X sur k, il existe un entier N :� NpAq ¥ 1 tel que pour tout x P Xpkq

Axpkqtors � AxrNs.

Ainsi que sa variante `-primaire. Autrement dit, ils cherchent à montrer la conjecture de torsion
pour les familles de variétés abéliennes de dimension supérieure paramétrisées par une courbe.

Dans [2], ils ont établi la conjecture de torsion `-primaire pour les familles de variétés abéliennes
sur les courbes (théorème 5.1). Le théorème 6.1 et le corollaire 1.2 sont des résultats partiels en di-
rection de la conjecture de torsion pour les familles de variétés abéliennes sur les courbes.
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Ce mémoire est organisé de la manière suivante. Les premières parties ont pour but de replacer le sujet
dans son contexte. Pour cela nous poserons d’abord les notations et les conventions ; nous énoncerons
ensuite les résultats indispensables à la suite et consacrerons une partie à la construction des courbes
modulaires abstraites. Ceci étant fait pour comprendre le cheminement qui a permis d’aboutir au
théorème 6.1, on expliquera d’abord la preuve du cas `-primaire résolu en [2]. En combinant ce cas
au théorème de Mordell-Weil et en admettant le théorème 6.1, on démontrera le corollaire 1.2, qui est
déjà une avancée vers la conjecture de torsion.

La suite du mémoire sera dédiée essentiellement à la preuve du théorème principal 6.1 qui ne sera
pas démontré dans le cas où le genre est 1 (preuve dépassant le niveau de M2 classique). Le cas où
le genre est supérieur à 2 se résout rapidement en utilisant la variante géométrique du théorème de
Lang-Néron avec la formule de Riemann-Hurwitz. Le cas du genre 0 se traite à l’aide d’argument
basés sur la formule de Riemann-Hurwitz, la structure spécifique du groupe fondamental π1pXq et le
théorème de réduction semi-stable qui induisent une preuve totalement combinatoire.

2. Notations et conventions

(1) Les corps :

Dans tout ce qui suit, les corps considérés sont toujours de caractéristique 0. Etant donné un
corps k (de caractéristique 0), on note k̄ � pksepq sa cloture algébrique et Γk � Galpk̄|kq son
groupe de Galois absolu.

(2) Les schémas :

Une courbe X sur un corps k désignera un schéma de dimension 1 et lisse, séparé, géométri-
quement connexe sur k. On notera ηX (ou η) son point générique et X̃ sa compactification lisse.
On dira que X est de genre gX avec r points à l’infini si X̃ est de genre gX et X̃zX est de degré
r. Soit x P X (pas nécessairement fermé), on note OX,x le germe du faisceau structural de X,
MX,x son idéal maximal et kpxq :� OX,x

MX,x
son corps résiduel. On note aussi x̄ : S pecpΩq Ñ X

un point géométrique où kpxq ãÑ Ω est une extension algébriquement close définissant le
point géométrique, on notera Ω par kpxq dans la suite.

(3) Les variétés abéliennes k̄-isotriviales :
Soit Aη la fibre générique de A (A Ñ X Ñ k comme d’habitude) et B une sous variété

abélienne de Aη alors B est k̄-isotriviale ssi il existe une variété abélienne b sur k̄ telle que
b�k̄ η̄ � B�η η̄. C’est la notion naturelle de sous variété abélienne constante (au sens ou elle
provient - modulo une extension finie - d’une variété abélienne sur le corps de base). Etant
donné un schéma abélien A Ñ X, on dira que A vérifie la condition (*) si Aη ne contient pas
de sous variété abélienne k-isotriviale non triviale. Ainsi, la condition p�q dit donc que la seule
variété abélienne b défini comme ci-dessus est la sous variété abélienne triviale, ce qui aura
une conséquence pour le théorème 3.1 énoncé plus bas.

(4) Corps de type fini, corps de fonction :

Un corps k est de type fini si c’est une extension de type fini de son sous-corps premier.
Ce corps premier est Q si k est de caractéristique 0 et Fp si k est de caractéristique p. Un corps
de fonctions F sur k est un corps de type fini sur k. De façon équivalente, c’est une extension
finie d’un corps de fractions rationnelles à n variables kpt1, . . . , tnq. On dit alors que F est un
corps de fonctions à n variables. C’est en particulier une extension algébrique de degré de
transcendance n sur k. En particulier, le corps de fonction K à une variable est une extension
de type finie sur k de degré de transcendance 1.

(5) Lien entre courbe, corps de fonctions et courbe projective :

Soit F{k un corps de fonctions de dimension 1.
7



On appelle anneau de valuation de F{k un anneau O � F tel que k $ O $ F et pour tout
z P F, z P O ou z�1 P O. Une place P d’un corps de fonctions F{k est l’idéal maximal de
l’anneau de valuation O de F{k. Tout élément t P P tel que P � tO est appelé uniformisante
en P (ou encore paramètre local en P). On notera PF l’ensemble des places de F{k. Si O est
un anneau de valuation de F{k et P son idéal maximal, alors O est uniquement déterminé par
P. En effet, O � tz P F | z�1 < P u. On notera donc OP :� O l’anneau de valuation à la
place P. A toute place P P PF on associe une valuation discrète de F{k, υP : F ÝÑ Z Y 8
définie par : υp0q :� 8 et υPpzq :� n pour z � tnu, u P O�, n P Z et t un uniformisant en P.
Soit Y une k-courbe non singulière de corps de fonctions F.

Pour tout point fermé P P Y , l’anneau localOY,P de Y en P, est un anneau local noethérien de
dimension 1 et OY,P est un anneau de valuation (à la place P) de F{k. Ainsi les anneaux locaux
de Y définissent un sous-ensemble de l’ensemble CF des anneaux de valuations discrètes de
F{k. Nous considèrerons les éléments de CF comme des points c’est-à-dire que nous écrirons
P P CF où P est considéré comme une place de F{k d’anneau de valuationOY,P. L’ensemble CF

est infini puisqu’il contient tous les anneaux locaux distincts de toute courbe non singulière de
corps de fonctions F. Nous définissons une topologie sur CF en prenant les ensembles fermés
comme étant les sous-ensembles finis, H et CF tout entier. Si U � CF est un sous-ensemble
ouvert de CF , nous définissons l’anneau des fonctions régulières sur U par OpUq �

�
PPU
OY,P.

Un élément f P OpUq définit une fonction :

f : U Ñ k
P Ñ f pPq � f mod P

Cela munit CF d’une structure de courbe projective non singulière.

Theorem 2.1. Les trois catégories suivantes sont équivalentes :
(a) les courbes projectives non singulières et les morphismes dominants ;
(b) les courbes quasi-projectives et les applications rationnelles dominantes ;
(c) les corps de fonctions de dimension 1 sur k et les k-homomorphismes.

Le foncteur définissant l’équivalence de catégorie pbq � pcq envoie une courbe sur son corps
de fonction, le foncteur envoyant un corps de fonction F sur CF définit l’équivalence pcq �
paq enfin "l’identité" définit l’équivalence paq � pbq. De plus, on rappelle que toute classe
d’équivalence rationnelle de courbes quasi-projective contient une unique courbe projective
non singulière.

(6) Le groupe fondamental :
On note π1pX; x̄q le groupe fondamental de X i.e. le groupe des automorphismes du fonc-

teur fibre :
F x̄ : Rét

X Ñ πXpX, η̄q � Fsets
Y Ñ X ÞÑ Yx̄ � Y �X specpΩq

où Rét
X est la catégorie galoisienne des revêtements étales fini de X et x̄ : specpΩq Ñ X un

point géométrique. Lorsque X est connexe, π1pX; x̄q ne dépend pas de x̄ et on notera souvent
π1pXq au lieu de π1pX; x̄q.

(7) Arns :

Théorème 2.2 (Groupes de n-torsion en caractéristique 0). Soit A une variété abélienne de
dimension g sur un corps algébriquement clos k de caractéristique 0. Alors le noyau Arns de
la multiplication par n est le schéma en groupes fini, étale sur k tel que :

Arns �
�
Z

nZ


2g

8



Donc, en général, le schéma en groupes Arns sur k est déterminé par le Γk-module Arnspkq.
On utilisera la notation Arns indifféremment pour désigner le schéma en groupes Arns ou le
Γk-module Arnspkq.

3. Les théorèmes fondamentaux

Nous énonçons ici quelques théorèmes fondamentaux sur les variétés abéliennes et le groupe fon-
damental, qui sont des outils clefs de la preuve des résultats. Nous renvoyons aux annexes pour plus
de détails.

3.1. Sur les variétés abéliennes.

Le théorème de Mordell-Weil - Mordell (1922) pour les courbes elliptiques surQ, Weil (1929) pour
les jacobiennes sur les corps de nombres a été généralisé et étendu par Lang aux variétés abéliennes.
Lang et Néron ont étendu aux corps de type finis de caractéristique 0 (cf. [17]). Pour énoncer leurs
résultat il faut d’abord introduire la K{k-trace de Chow (cf. [10]) : si K{k est une extension régulière
(i.e. k̄ X K � k, k est algébriquement clos dans K) et si A est une variété abélienne définie sur K, il
existe une "plus grande sous-variété abélienne de A définie sur k" ; plus précisément, on considère le
foncteur :

F : VA{k Ñ ModpZq
C Ñ HomVA{KpCK , Aq

où VA{k (resp. VA{K) désigne la catégorie des variétés abéliennes sur k (resp. K) et CK est l’extension
des scalaires C �k K. Ce foncteur est représentable c’est à dire qu’il existe TrK{kpAq Ñ k une variété
abélienne définie sur k et τ : TrK{kpAq �k K Ñ A tel que

HomVA{kp�,TrK{kpAqq � Fp�q
C Ñ TrK{kpAq ãÑ CK Ñ TrK{kpAqK

τ
ÝÑ A

Théorème 3.1 (Lang-Néron). (1) (Variante géométrique) Soit K{k un corps de fonction et A une
variété abélienne sur K alors ApKq{TrK{kpApkqq est de type fini.

(2) (Variante arithmétique) Soit k un corps de type fini et de caractéristique 0 et A une variété
abélienne sur k alors Apkq est de type fini.

La variante arithmétique du théorème de Lang-Néron (qui est le théorème de Mordell-Weil lorsque
k est un corps de nombre) implique que si A est une variété abélienne sur un corps de type fini k alors
son groupe de torsion Apkqtors est fini, ce qui justifie l’énoncé de la conjecture de torsion. La variante
géométrique du théorème de Lang-Néron sera un ingrédient essentiel dans la preuve du théorème 1.1
et justifie l’hypothèse (*) puisque sous cette hypothèse TrK{kpApkqq � p0q (cf. § 3).

3.2. La conjecture de Mordell.

Conjecture 3.2 (Conjecture de Mordell ou théorème de Faltings). Soit X une courbe propre sur
un corps k de type fini et de caractéristique 0. Si X est de genre ¥ 2 alors Xpkq est fini.

3.3. Le théorème de Riemann-Hurwitz. Soit f : X Ñ Y un morphisme fini et séparable de courbes.
On note R f :�

°
xPX longpΩX|Y,xqx 1 le diviseur de ramification de f : X Ñ Y .

1. On dit qu’un module M est simple si M , 0, et si les seuls sous-modules de M sont 0 et M. On dit que M est de longueur n fini
si il existe une chaîne 0 � M0 � � � � � Mn � M de sous modules de M tel que Mi�1

Mi
est simple pour tout i ¤ n � 1 (en particulier,

Mi�1 , Mi).
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Théorème 3.3 (Riemann-Hurwitz). Sous les hypothèse précédente, on a :

2pgX � 1q � 2degp f qpgY � 1q � degpR f q

De plus, si f est modérément ramifiée, alors

deg R f �
¸
xPX

pex � 1q

3.4. Autour du groupe fondamental.

3.4.1. Théorème d’existence de Riemann. Le théorème d’existence de Riemann permet de décrire le
groupe fondamental d’un schéma X localement de type fini sur C, comme complété profini du groupe
fondamental topologique de l’espace topologique XpCq associé, ce dernier pouvant parfois se calculer
explicitement par des méthodes topologiques.
Soit p�qan : S chLFT Ñ AnC le foncteur qui a un schéma X, localement de type fini sur C lui associe
son espace analytique (cf. [6, XII]).

Théorème 3.4 (Théorème d’existence de Riemann). Pour tout schéma X localement de type fini
sur C, le foncteur p�qan : S chLFT Ñ AnC induit une équivalence de catégories entre la catégorie des
revêtements étales de X et celle des revêtements analytiques étales de Xan.

En particulier, comme la catégorie des revêtements analytiques étales de Xan est équivalent à la
catégorie des revêtements topologiques finis de l’espace topologique de XpCq, pour tout x P XpCq, on
a un isomorphisme de groupe profini canonique :

{π
top
1 pXpCq, xq � π1pX, xq.

(1) Lorsque X est une courbe lisse, séparée sur C de genre g et telle que X̃zX est de degré r, XpCq
est une surface de Riemann de genre g à r trous dont le groupe fondamental est le groupe libre
à 2g � r générateurs et une relation :

Γg,r � xa1, . . . , ag, b1, . . . , bg, γ1, . . . , γr | ra1, b1s � � � rag, bgsγ1 � � � γr � 1y.

(2) Lorsque X est une variété abélienne de dimension g, XpCq est un tore Cg{Λ (où Λ � Z2g � Cg

est un réseau). Le revêtement universel de XpCq est le morphisme quotient :

Cg � Cg{Λ

dont le groupe d’automorporhisme est Λ.
C’est ainsi que l’on obtient πtop

1 pXpCqq � Λ, or π1pX, xq � pΛ � xZ2g �
±
`

Z2g
` , on montre ainsi

que π1pX, 0q �
±

` T`pAq. Notons qu’il existe une preuve purement algébrique ([16]) du fait
que si X est une variété abélienne sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0 alors :

π1pX, 0q �
¹
`

T`pAq.

En caractéristique 0, le groupe fondamental d’un schéma de type fini est invariant par extension de
corps algébriquement clos (dans le cas des schémas propres, cela peut se voir comme un cas particulier
du théorème de spécialisation, dans le cas général, voir par exemple l’argument dans [22, p 190-191]).

On utilisera ici le fait que le théorème d’existence de Riemann implique en particulier que le groupe
profini G :� π1pX, xq est de type fini. On peut alors montrer que @n P N�, l’ensemble S pG, nq :�
tU   G sous groupe ouvert tel que rG : Us ¤ nu est fini.
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3.4.2. Théorème de spécialisation. Soit S un schéma connexe et localement nothérien et f : X Ñ S
un morphisme propre tel que f�OX � OS (Ainsi, en particulier, f : X Ñ S est surjective géomé-
triquement connexe et X est connexe). Le théorème de spécialisation ou semi-continuité du groupe
fondamental permet de comparer les groupes fondamentaux des fibres de X Ñ S .
Fixons deux points s0, s1 P S avec s0 P ts1u et considérons les notations suivantes :

Ω1

x1

��
x1

##G
GG

GG
GG

GG
G

xp1q

((RRRRRRRRRRRRRRRRRRR Ω0

x0

��
x0

{{ww
ww

ww
ww

wwxp0q

vvlllllllllllllllllll

Xs1
//

��

Xs1
//

��

X

��

Xs0
oo

��

Xso
oo

��

kps1q // kps1q s1
// S kps0qs0
oo kpsoqoo

Théorème 3.5 (Semi-continuité du groupe fondamental). Il existe un morphisme de groupes profi-
nis :

sp : π1pXs1 , x̄1q Ñ π1pXs0 , x0q

défini canoniquement à automorphisme intérieur prés. De plus,

(1) si f : X Ñ S est séparable alors sp : π1pXs1 , x1q� π1pXs0 , x0q est un épimorphisme ;

(2) si f : X Ñ S est lisse alors sp : π1pXs1 , x1qÑ̃π1pXs0 , x0q est un isomorphisme.

Le morphisme sp : π1pXs1 , x1q Ñ π1pXs0 , x0q est appelé le morphisme de spécialisation de s1

vers s0.

On appliquera ce théorème lorsque X Ñ S est un schéma abélien et S une courbe sur un corps k
(de caractéristique 0), s1 � η est le point générique de S et s0 � s est un point fermé de S . s induit
alors une section σs : Γkpsq Ñ π1pS q bien définie à conjugaison intérieure près par les éléments de
π1pS kq identifiant le groupe de décomposition de s à Γkpsq. Le morphisme de spécialisation :

sp : π1pXη, 0qÑ̃π1pXs, 0q

est alors Galois-équivariant au sens où :

sppσspτqγq � τsppγq, γ P π1pXη, 0q, τ P Γkpsq.

Comme sp : π1pXη, 0qÑ̃π1pXs, 0q est un isomorphisme de groupes profinis, il préserve les `-Sylow
donc induit :

sp : T`pXηqÑ̃T`pXsq

Il envoie également `nT`pXηq sur `nT`pXsq donc induit :

sp : Xηr`
nsÑ̃Xsr`

ns

et donc, pour tout entier n ¥ 1 :
sp : XηrnsÑ̃Xsrns

11



4. Construction des courbes modulaires abstraites

Soit un entier n ¥ 0

4.1. La représentation ρA,n : π1pXq Ñ GLpAηrnsq et son image Gn. On va construire des représen-
tations canoniques de π1pXq dans le groupe des points (génériques) de n-torsion.

On rappelle que pour tout schéma V sur k, on définit une action naturelle de Γk sur les points k̄-
rationnels de V comme suit. Pour tout u P Vpk̄q et σ P Γk induisant un morphisme σ̃ : specpk̄q Ñ
specpk̄q.

Γk � Vpk̄q Ñ Vpk̄q
pσ, uq ÞÑ σ.u :� u � σ̃

En particulier, on a l’action :
p4q Γkpηq � Aηrns Ñ Aηrns

Comme la structure du groupe algébrique de Aη est définie sur kpηq, cette action est en fait une action
par automorphisme de

�
Z

nZ

�
-module. Soit η̄ : kpηq Ñ X le point générique géométrique associé à X.

Comme X est un schéma connexe normal, on a une surjection s : Γkpηq � π1pX, η̄q (cf. [3, cor.6.2.4]).
L’action (4) se factorise via s et induit une action par le critère de bonne réduction (cf. [20, thm 5 p
183]) : π1pXq � Aηrns Ñ Aηrns par automorphisme de

�
Z
nZ

�
- module i.e. un morphisme de groupes

ρA,n : π1pXq Ñ Aut Z
nZ
pAηrnsq � GL2g

�
Z

nZ

�
( Aηrns � p ZnZq

2d par le théorème 2.2 ).
L’action π1pXq � Aηrns Ñ Aηrns peut se définir d’une autre manière, on obtient alors la représen-

tation sans utiliser l’hypothèse "X normal". Soit A Ñ X un schéma abélien, Arns Ñ X est un schéma
fini étale (revêtement étale) donc en particulier, l’équivalence de catégorie :

Fη̄ : Rét
X Ñ̃ π1pX, η̄q-Fsets

Y Ñ X ÞÑ Yη̄

induit automatiquement donc une action de π1pX, η̄q sur Yη̄. Donc Arnsη̄ � Aη̄rns (la multiplication
commute au changement de base) est un π1pX, η̄q-ensemble fini. Quand X est normal, les deux actions
coïncident.

4.2. Utilisation du dictionnaire pour la construction des courbes. On rappelle que π1pXq est muni
d’une structure de groupe profini. Ainsi, un groupe ouvert U �op π1pXq est un sous groupe fermé d’in-
dice fini. En particulier, π1pXq

U est un ensemble fini sur lequel π1pXq agit continuement par translation
à gauche. Par la théorie de Galois, il correspond donc à un revêtement fini étale de X, que l’on notera
XU Ñ X (et U � π1pXUq). Comme X est géométriquement connexe, on a la suite exacte courte :

1 Ñ π1pXk̄q Ñ π1pXq
p
ÝÑ Γk Ñ 1 (cf. [3, Prop.7.0.6])

avec ppUq � ΓkU � Γk, kU est le corps de définition de XU .
Lorsque X est normal (ce qui est notre cas), on peut décrire XU Ñ X plus concrètement comme suit.

Considérons de nouveau la surjection s : Γkpηq � π1pXq. Pour tout U sous-groupe ouvert de π1pXq,
s�1pUq est un sous groupe ouvert de Γkpηq donc par la théorie de Galois "usuelle", il correspond à une
extension fini KU{kpηq. XU est la normalisation de X dans KU{kpηq et kU � KU X k̄.

♣ Les courbes Xv, Xn et Xnn

On notera :
– XU � Xpnq pour U � kerpρA,nq Cop π1pXq ;
– XU � Xv pour U � S tabπ1pXqpvq  op π1pXq, v P Aηrns.
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Notons que, comme kerpρA,nq est distingué dans π1pXq, Xpnq Ñ X est un revêtement galoisien de
groupe de Galois ImpρA,nq � Gn.
Enfin on notera

Xn �
§

|xvy|�n
vPAηrns

Xv

♣ La notation gn

On pose :
gn :� min

vPAηrns�
tgXvu.

où Aηrns� pour l’ensemble des points de torsion d’ordre exactement n.
♣ L’image GM et le noyau KM de ρA,M

Pour chaque premier n on note Gn l’image de ρA,n : π1pXq Ñ GLpAηrnsq. Plus généralement, si on
se donne M un π1pXq-sous module de Aηrns on note ρA,M : π1pXq Ñ GLpMq la représentation, GM

son image et KM son noyau.

4.3. Un lemme pour une reformulation du problème. Pour tout point k-rationnel x : S pecpkq Ñ
X, on considère l’isomorphisme (cf. § 3.4.2) de π1pXq-module sp : AηrmsÑ̃Axrms. Soit v P Aηrms�.

Lemme 4.1. Sous les hypothèses précédentes, on a l’équivalence sppvq P Axpkqtorsrms si et seulement
si x : S pecpkq Ñ X se révèle en un point k-rationnel :

Xv

��
X S pecpkqx
oo

xv

ccGGGGGGGGGG

Démonstration. On note encore par x la section Γk ãÑ π1pXq de π1pXq Ñ Γk induite (à conjugaison
près) par x : S pecpkq Ñ X, alors l’existence d’un relèvement xv : S pecpkq Ñ Xv de x : Γk ãÑ π1pXq
est équivalente à l’inclusion de xpΓkq � π1pXvq ; ceci est à nouveau une conséquence de la théorie de
Galois.

En effet, au morphisme x : Γ Ñ π1pXq correspond le foncteur fondamental H : Ret
X Ñ Ret

k de
changement de base. Et d’après [3, lemme 4.2.1], l’inclusion Impxq � π1pXvq � stabπ1pXqpvq est
équivalente à l’existence d’un homomorphisme de revêtement étale fini x0 qui rend le diagramme
suivant commutatif.

S pecpkq
x0//

xv

''

PPPPPPPPPPPP

PPPPPPPPPPPP
Xv �X S pecpkq p1

//

p2

��

Xv

��
S pecpkq x

// X

Enfin, la donnée de x0 est équivalente à celle de xv (si on se donne x0, on prend xv � p1 � x0 et
réciproquement, si on se donne xv, x0 est donnée par la propriété universelle du produit fibré).
Il reste à voir que xpΓkq � π1pXvq � stabπ1pXqpvq est équivalent à v P Axpkqtorsrms.

D’une part, on a les applications et les actions suivantes

Aηrms Ý̃Ñ
sp

Axrms

	 	
π1pXq ÐÝ

x
Γk
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Ainsi, pour tout τ P Γk et v P Aηrms, τ.sppvq � sppσxpτq.vq p4q.

D’autre part, en réécrivant l’inclusion xpΓkq � S tabπ1pXqpvq, on obtient @τ P Γk, xpτq.v � v et en
appliquant le morphisme de spécialisation qui est un isomorphisme, l’égalité précédente est équivalent
à : @τ P Γk, sppxpτq.vq � sppvq Par p4q, on a @τ P Γk, τ.sppvq � sppvq c’est à dire sppvmq �
Axpkqtorsrms. CQFD �

5. Cas `-primaire versus cas général

Dans la suite, ` désigne un premier et n un entier.

5.1. Schéma de la preuve de la conjecture 1.5 ([2, thm. 1.1, cor. 1.2]). Ce qui différencie fon-
damentalement le cas `-primaire du cas général est que, dans le cas `-primaire, on dispose d’une
structure de système projectif naturelle donnée par la multiplication par ` :

Ar`n�1s Ñ Ar`ns, n ¥ 0

qui, à son tour, induit une structure de système projectif :

X`n�1 Ñ X`n , n ¥ 0.

Alors que cet aspect disparait complètement lorsqu’on s’int́eresse au cas général.
Il est question plus exactement dans l’article [2] de démontrer le théorème suivant qui est une version
plus faible de la conjecture 1.5 :

Théorème 5.1. Soit X une courbe lisse, séparée et géométriquement connexe sur k. On considère
une variété abélienne A sur k et A Ñ X un schéma abélien de fibre générique Aη Ñ S pecpkpsqq de
dimension d. Si on suppose que k est de type fini sur Q. Alors il existe un entier N :� NpA, X, k, `q tel
que @x P Xpkq, le Γk-module Axpkqtorsr`

8s est contenu dans Axr`
Ns.

La preuve se décompose en trois étapes :

(1) On reformule le résultat que l’on veut établir en X`npkq � H, n " 0, (application directe du
lemme 4.1 pour m � `n).

(2) Par le théorème de Lang-Néron (variante arithmétique) on a :

limÐÝ X`npkq � H

En effet, dans le cas contraire, considérons a P limÐÝ X`npkq, par définition pour tout n P N,
si on note xn : X`n�1pkq Ñ X`npkq les applications de transitions du sytème projectif et
πn : limÐÝ X`npkq Ñ X`npkq les projections, on a xnpπn�1paqq � πnpaq. Or par le lemme 4.1,
à tout πnpaq P X`npkq correspond un élément vn P Aηr`

ns� tel que sppvnq P Aπnpaqpkqtorsr`
ns et

nous avons donc une infinité d’éléments dans Aπnpaqpkqtors, ce qui est en contradiction avec le
théorème 3.1.

(3) Le point crucial et difficile est l’énoncé géométrique suivant :

Théorème 5.2. Si Aη vérifie (*) alors :

lim
nÑ8

g`n � �8.

(4) Supposons que Aη vérifie (*) alors, d’après (2) et la conjecture de Mordell, X`npkq est fini pour
` " 0. Comme la limite projective d’un système projectif d’ensembles finis non vides est non
vide, on déduit de (1) que X`npkq � H, n " 0. Dans le cas où Aη ne vérifie pas (*), il faut
raffiner un peu la preuve.

Notons également que la preuve du théorème 5.2 exploite elle-aussi les structures de système pro-
jectif ci-dessus de façon cruciale.
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5.2. Une première étape vers le cas général. La conjecture 1.7 est donc la généralisation naturelle
du théorème 5.1 et le théorème 1.1 (sans l’hypothèse de semi-stabilité) est l’analogue du théorème
5.2. Il n’est cependant pas suffisant pour établir que Xnpkq � H, n " 0 car l’argument de système
projectif de l’étape (3) dans le cas `-primaire, permettant de passer de "fini à vide" ne s’applique plus.
Cependant, en combinant le cas `-primaire, le théorème 1.1 et la conjecture de Mordell, on obtient le
corollaire 1.2 comme suit.

Supposons que A vérifie la condition (*) alors, d’après le théorème 1.1 on a :

lim
`Ñ8

` premier

g` � 8.

En particulier, il existe N ¥ 0 tel que g` ¥ 2, ` ¥ N donc, par la conjecture de Mordell, X`pkq est fini
pour ` ¥ N.

Soit ` un nombre premier. On distinguera deux cas :

(1) ` ¥ N : Notons F` l’image de X`pkq Ñ Xpkq. On vient de voir que F` est fini. Mais par
définition, F` est l’ensemble des x P Xpkq tels qu’il existe v P Aηr`s

� et xv P Xvpkq d’image
x par X`pkq Ñ Xpkq. Par le lemme 4.1, c’est également l’ensemble des x P Xpkq tels qu’il
existe v P Aηr`s

� tel que spxpvq P Axr`spkq autrement dit, c’est l’ensemble des x P Xpkq
tels que sp�1

x pAxr`s
�pkqq , H ou encore, puisque spx : Aηr`sÑ̃Axr`s est un isomorphisme,

l’ensemble des x P Xpkq tels que Axr`s
�pkq ,H i.e. `||Axpkqtors|. D’où l’assertion (i).

(2) `   N : D’après la conjecture 1.5 dans le cas `-primaire, il existe np`q ¥ 1 tel que X`np`qpkq �
H, n ¡ np`q et donc, par le même argument que ci-dessus, on obtient que l’ensemble des
x P Xpkq tels que `np`q||Axpkqtors| est vide (donc, à fortiori, fini). D’où l’assertion (ii).

Comme nous l’avons déjà indiqué, il faut raffiner un peu la preuve pour traiter le cas où Aη ne vérifie
pas la condition (*).

Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré à la preuve du théorème 6.1 dans le cas où X est
soit de genre ¥ 2, soit de genre 0. Le cas du genre 1 repose sur des arguments dépassant le niveau
d’un mémoire de M2 classique et ne sera pas du tout abordé ici.

6. La preuve du théorème 6.1

Avec les notations précédentes le théorème 1.1 devient :

Théorème 6.1. Soit F un corps de caractéristique 0, X une courbe lisse, séparée et géométriquement
connexe sur F et A Ñ X un schéma abélien tel que Aη qui ne contient pas de sous variété k-isotriviale
abelienne non triviale. Supposons que soit gX ¥ 1 soit A Ñ X admet une réduction semi-stable sur
tous les points sauf pour au plus un point de X̃zX. Alors

lim
`Ñ8

` premier

g` � 8

6.1. Quelques lemmes. On reprend les notations du début pour démontrer deux lemmes utiles pour
la suite. Le premier lemme est une conséquence du théorème 3.1 :

Lemme 6.2. (1) Aηr`s
G` � 0 pour ` " 0.

(2) lim
` ÞÑ8

min
vPAηr`s�

t|G`v|u � �8.

En particulier, lim
` ÞÑ8

min
0,M�Aηr`s

t|GM|u � �8.
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Démonstration. (1) On a : Aηr`s
G` � Aηr`s

π1pXq � Aηr`s
Γkpηq � Aηpkpηqqr`s � Aηpkpηqqtors, qui est fini,

par le théorème de Lang-Néron variante géométrique et l’hypothèse (*).
(2) Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe un entier B ¥ 1 tel que pour une infinité de
premiers ` il existe v` P Aηr`s

� tel que |G`v`| � degpXv` Ñ Xq � rπ1pXq : π1pXv`qs ¤ B.
Par le théorème d’existence de Riemann, π1pXq est topologiquement de type fini donc il n’y a qu’un
nombre fini de revêtements étales finis de X de degré ¤ B.
Ainsi, quitte à remplacer X par un de ces revêtements, on peut supposer que pour une infinité de
premiers ` il existe v` P Aηr`s

� tel que |G`v`| � 1, ce qui contredit (1).
La deuxième assertion de (2) provient du fait que : |GM| ¥ |G`v| @v P Mzt0u. En effet, GM.v � G`.v
(cf § 4.2). Ainsi, |GM| ¥

|GM |

|S tabG` pvq|
� |GM.v| � |G`.v|. �

Le deuxième lemme est une réécriture de la formule de Riemann-Hurwitz (cf. annexes thm 3.3).
Pour chaque P P X̃zX, on note IP,` � G` l’image du groupe d’inertie IP au point P dans G` (bien
défini à conjugaison près).

Lemme 6.3. Soit v P Aηr`s. Pour chaque Q P X̃v r Xv, soit epQq ¥ 1 l’indice de ramification en Q du
revêtement πv : X̃v Ñ X̃.
Alors on a :

2gXv � 2 � |G`v|p2gX � 2q �
¸

PPX̃zX

¸
QPπ�1

v pPq

pepQq � 1q

� |G`v|p2gX � 2q �
¸

PPX̃zX

p|G`v| � |IP,`zG`v|q

Démonstration. La première égalité est la formule de Riemann-Hurwitz pour le revêtement (rami-
fié) πv : X̃v Ñ X̃. Comme πv est de degré |Glv|, on a également :¸

QPπ�1
v pPq

epQq � degpπvq � |G`v|.

Enfin,
°

QPπ�1
v pPq

1 � |π�1
v pPq|. Il reste donc à voir que π�1

v pPq � IP,`zG`v. Pour cela, considérons le

diagramme de revêtements :

X`

π`,v //

π`   A
AA

AA
AA

A Xv

πv

��
X

π` : X` Ñ X est galoisien de groupe G` donc π�1
` pPq est en bijection avec IP,`zG` (notons que comme k

est algébriquement clos, groupes de décomposition et groupes d’inertie coincident). Et π`,v : X` Ñ X
est le quotient de X` par le sous-groupe d’automorphismes Stab G`

pvq � G` donc :

π�1
v pPq � π`,vpπ

�1
` pPqq � pIP,`zG`q{StabG`

pvq.

On vérifie immédiatement que :

pIP,`zG`q{StabG`
pvq � IP,`zpG`{StabG`

pvqq � IP,`zG`v.

�

6.2. La preuve dans le cas où gX ¥ 2. Par le lemme 6.3, on a : 2gXv � 2 ¥ |G`v|p2gX � 2q. Ainsi,
gXv ¥ |G`v|pgX � 1q � 1. Le théorème 6.1 découle alors du lemme 6.2 (2).

6.3. La preuve dans le cas où gX � 1. Omis.

6.4. La preuve dans le cas où gX � 0.
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6.4.1. Le théorème de Réduction semi stable (cf. Annexes ). On notera PB, S S , PS S � X̃ r X pour
les sous-ensembles correspondant aux places qui ont une réduction :

– PB : potentiellement bonne (mais pas bonne )
– SS : semi-stable (mais pas bonne)
– PSS : potentiellement semi-stable (mais ni semi-stable ni bonne)

Pour chaque place P P X̃ r X et pour tout premier `, nous noterons IP,` l’image du groupe d’inertie
IP en P dans G`, qui est un groupe cyclique (k est de caractéristique 0).

Par le théorème de réduction semistable [7, Exp. IX] on a le résultat suivant :
– si P P PB alors il existe un entier NP ¥ 2 tel que INP

P,` � 1 pour tout ` et que IN
P,` , 1 pour N   NP

et ` " 0.
– Si P P SS alors IP,` est unipotent 2 d’échelon 2 .
– Si P P PSS alors il existe un entier NP ¥ 2 tel que INP

P,` est unipotent d’échelon 2 pour tout ` et
que IN

P,` n’est pas unipotent pour N   NP et ` " 0.

Nous dirons que A Ñ X admet une réduction du type pnPqPPX̃rX, où

nP :� NP, P P PB ;
8, P P S S ;
NP8, P P PS S .

Avant de poursuivre la preuve du théorème 6.1, nous allons décrire brièvement la stratégie.

6.4.2. Réduction à un problème combinatoire. Pour tout `, soit v` P Aηr`s
� tel que g` � gXv`

.
Par le lemme 6.3, on a

2gXv`
� 2 � |G`v`|p2gX � 2q �

¸
PPX̃rX

|G`v`| � |IP,`zG`v`|

� �2|G`v`| �
¸

PPX̃rX

|G`v`|p1 � εPpv`qq

avec

εPpv`q �
|IP,`zG`v`|
|G`v`|

, P P X̃ r X.

Posons

λv` :�
2gXv`

� 2

|G`v`|
� r � 2 �

¸
PPX̃rX

εPpv`q où r :� |X̃ r X|.

Alors g` ¥ 2 pour ` " 0 si et seulement si λv` ¡ 0 pour ` " 0 (ou, de manière équivalente°
PPX̃rX εPpv`q   r � 2 pour ` " 0). Et, par le lemme 6.2 (2), on a : lim

` ÞÑ8
min

vPAηr`s�
t|G`v|u � �8.

Or par hypothèse on a g` � gXv`
. Donc, on a lim

` ÞÑ8
g` � �8 si il existe ε ¡ 0 tel que λv` ¡ ε (ou, de

manière équivalente,
°

PPX̃rX εPpv`q   r � 2 � ε), pour ` " 0.

Il s’agit alors d’estimer la taille du " terme local"
°

PPX̃rX εPpv`q. Sous la condition de semista-
bilité du théorème 1.1, la preuve réside en des manipulations combinatoires basées sur la structure
spécifique de π1pXq lorsque gX � 0.

2. On rappelle qu’un groupe G unipotent d’échelon 2 est un groupe dont tous les élément sont unipotents d’échelon 2 (i.e. @γ P
G r t1u, pγ� 1q2 � 0).
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6.4.3. La preuve (combinatoire). Dans la suite, on écrira X̃ r X � tP1, . . . , Pru Rappelons que π1pXq
est la complétion profini du groupe Γ0,r engendré par les γ1, . . . , γr et la relation γ1 � � � γr � 1, où γi

est un générateur de IPi . On notera γi,` l’image de γi dans G` (donc IPi,` � xγi,`y).
Pour finir, introduisons :

Oi,n � tω P G`v tel que |xγi,`yω| � nu

Donc, en faisant agir IPi,` sur Oi,n, on a en particulier,
"
Oi,1 � pG`vqIPi ,`

Oi,n � H sauf si n | |IPi,`|

6.4.3.1. Un calcul général. Pour tout sous ensemble I � t1, . . . , ru, posons :

EI :�
£
iPI

Oi,1 � pG`vqxγi|iPIy

(Ainsi, en particulier, EH � G`v).
Et, pour chaque 0 ¤ i ¤ r, posons :

Σi :�
¸

I�t1,...ru, |I|�i

|EI|,

Σi :� |
¤

I�t1,...ru, |I|�i

EI|.

De la même manière, définissons les variantes �, pour tout sous ensemble I � t1, . . . , ru,

E�
I :� EI r

¤
I(J

EJ

et, pour tout 1 ¤ i ¤ r,

Σ�i :�
¸

I�t1,...ru, |I|�i

|E�
I |,

Σ
�

i :� |
¤

I�t1,...ru, |I|�i

E�
I |.

Remarquons que, en fait, Σ
�

i � Σ
�
i , i � 0, . . . , r, puisque les E�

I sont disjoints.
Considérons dès à présent l’application :

ν : G`v Ñ t0, . . . , ru
ω ÞÑ νpωq :� |t1 ¤ i ¤ r | ω P Etiuu|.

On rapelle que Ei � G`v
γi . Alors,

Σ1 �
¸

1¤i¤r

|Etiu| �
¸
ωPG`v

νpωq �
¸

0¤i¤r

i|ν�1piq| �
¸

0¤i¤r

iΣ
�

i �
¸

0¤i¤r

iΣ�i .
3

D’autre part, on a : Σi �
°

i¤ j¤r Σ
�
j , i � 1, . . . , r. En effet,

�
I�t1,...ru, |I|�i

EI �
²

i¤ j¤r

�
I�t1,...ru, |I|� j

E�
I et,

on trouve finalement que :

Σ1 �
¸

0¤i¤r

iΣ�i �
¸

1¤i¤r

¸
i¤ j¤r

Σ�j �
¸

1¤i¤r

Σi.

De plus, par le lemme 3.1 (1), pour tout ` " 0 et tout I � t1, . . . , ru avec |I| � r, ou r � 1, on a
Aηr`s

xγi,`|iPIy � Aηr`s
G` � 0 par la structure du groupe fondamental.

3. Plus généralemant, on a Σi �
°

i¤ j¤r Ci
jΣ
�
j
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Donc, en particulier, EI � H. Il résulte que :

Σr � Σr � 0 ;
Σr�1 � Σr�1 � 0 ;
Σr�2 � Σ

�
r�2 � Σr�2

et
Σi ¤ |G`v|, i � 1, . . . , r � 3.

D’où :
Σ1 ¤ pr � 3q|G`v| � Σr�2.

6.4.3.2. Estimation de Σr�2. C’est ici que nous utilisons le théorème de réduction semistable [7, Exp.
IX] énoncé plus haut. On a pour tout 1 ¤ i ¤ r avec Pi P S S et tout ` " 0, l’élément γi,` est unipotent
d’échellon exactement 2, c’est-à-dire, γi,` � Id � νi,` avec ν2

i,` � 0 et νi,` , 0. En particulier, γi,` est
d’ordre exactement `.

(1) Réduction semistable :
Fixons un ensemble I � t1, . . . , ru tel que |I| � r � 2. Considérons ω , ω1 P EI . Alors,

pour tout j P t1, . . . , ru r I on a xγ j,`yωX xγ j,`yω
1 � H. Sinon, en effet, il existerait un entier

1 ¤ k ¤ ` � 1 tel que γk
j,`ω � ω1. Donc, comme γk

j,`ω � ω � kν j,`pωq, (binôme de Newton),
i.e. : 0 , ω1 � ω � kν j,`pωq P kerpν j,`q.
Mais, par hypothèse, ω,ω1 P kerpνi,`q, i P I. Donc :

0 , ω1 � ω P
£

iPIYt ju

kerpνi,`q

Ce qui contredit le lemme 6.2 (1) i.e :

Aηr`s
xγi,`|iPIYt juy � Aηr`s

G` � 0.

Et comme, pour tout ω P EI et tout j P t1, . . . , rur I on a |xγ j,`yω| � `, on déduit de l’injection

EI ãÑ   γ j,` ¡ zpG`v r Et juq
ω ÞÑ   γi` ¡ .ω

que l’on a :

|EI| ¤ |   γi` ¡ zpG`v r Et juq| �
|G`v r Etiu|

`
Ainsi,

`|EI| ¤ |G`v| � |Et ju|.

De même,
`|EI| ¤ |G`v| � |Et j1u|.

Avec t1, . . . , ru r I � t j, j1u, on a :

|EI| ¤
|G`v|
`

�
|Et ju| � |Et j1u|

2`
et en sommant sur tous les I � t1, . . . , ru avec |I| � r � 2, on obtient :

Σr�2 ¤ Cr�2
r
`
|G`v| � 1

2 �
1
2`

r°
j�1

°
i, j
|pEtiu| � |Et ju|q

¤ Cr�2
r
`
|G`v| � r�1

2` Σ1

¤
rpr�1q

2` |G`v|.
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(2) Réduction semi-stable sauf pour un point :

Supposons que A Ñ X a réduction semi-stable en P1, . . . , Pr�1. Soit I � t1, . . . , ru tel
que |I| � r � 2.
Alors, si r P I on a, encore, avec t1, . . . , ru r I � t j, j1u :

|EI| ¤
|G`v|
`

�
|Et ju| � |Et j1u|

2`
¤
|G`v|
`

.

Si r < I alors, avec t1, . . . , ru r I � t j, ru, on a seulement :

|EI| ¤
|G`v|
`

�
|Et ju|

`
¤
|G`v|
`

.

Donc, en sommant les égalité ci dessus I � t1, . . . , ru avec |I| � r � 2, on obtient, encore,

Σr�2 ¤
rpr � 1q

2`
|G`v|.

6.4.3.3. Conclusion.

(1) Réduction semi-stable :
Dans un premier temps, observons que G`v peut s’écrire comme l’union disjointe G`v �
Oi,1 \ Oi,` de Oi,1 et de G`v r Oi,1 � Oi,`.
Ainsi, on obtient :

εPipvq �
| γi,`¡zG`v|

|G`v|

�
|Oi,1|

|G`v|
�

|Oi,`|

`|G`|

�
|Oi,1|

|G`v|
� 1

`
p1 � |Oi,1|

|G`v|
q.

Donc, on a :

λv � rp1 �
1
`
q � 2 �

1
|G`v|

p1 �
1
`
qΣ1.

Par conséquent, (*) est équivalent à :

(**) Σ1   pr � p2 � εq
`

` � 1
q|G`v| pour v � v`, ` " 0.

Mais, par les calculs précédents, on a :

Σ1 ¤ pr � 3q|G`v| � Σr�2

¤ pr � 3 � εp`qq|G`v|

où

εp`q �
rpr � 1q

2`
� Op

1
`
q.

Donc, il suffit de montrer que :

r � 3 � εp`q   r � p2 � εq
`

` � 1
pour ` " 0.

Mais ceci est toujours valable pour 0   ε   1 puisque le terme de gauche tend vers r � 3
tandis que le terme de droite r � 2 � ε.
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(2) Reduction semi-stable sauf en un point :

Supposons encore que A Ñ X a une réduction semistable en P1, . . . , Pr�1 et une réduc-
tion potentiellement semistable mais pas semistable en Pr.
On a :

G`v �
§
n¥1

Oi,n � Oi,1

§
n¥2

Oi,n.

Le nombre d’orbites de longueur n est égal à |Oi,n|

n . En effet, IPi,` �  γi,` ¡ agit via :

IPi,` � Oi,n Ñ Oi,n

pγ, ωq ãÑ γ.ω

qui permet d’écrire :

Oi,n �
§

ωPIPi ,`zOi,n

IPi,`.ω où |IPi,`.ω| � n.

Ainsi
|Oi,n| � |IPi,`zOi,n|.n

Par suite :

εPrpvq �
1

|G`v|
p|Or,1| �

¸
n¥2

1
n
|Or,n|q

Donc, on a :
λv � rp1 � 1

`
q � 2 � 1

`
� 1

|G`v|
p1 � 1

`
qΣ1 . . .

� � � � 1
`

|Or,1|

|G`v|
� 1

|G`v|

°
n¥2

1
n |Or,n|.

Ainsi, (*) est équivalent à :

(***) Σ1 �
|Or,1|

` � 1
�

`

` � 1

¸
n¥2

1
n
|Or,n|   pr �

` � 1
`

p2 � ε�
1
`
qq|G`v|

pour v � v`, ` " 0.

Soit q le diviseur premier minimal NPr . On peut supposer que q   ` pour ` " 0. Observons
maintenant que :

Σ1 �
|Or,1|

` � 1
�

`

` � 1

¸
n¥2

1
n
|Or,n|

¤ Σ1 �
|Or,1|

` � 1
�

`

` � 1
1
q

¸
n¥2

|Or,n|

¤ Σ1 �
|Or,1|

` � 1
�

`

` � 1
1
q
p|G`v| � |Or,1|q

¤ Σ1 � p
1
q
�

1
` � 1

q|G`v|.

Ainsi, il suffit de prouver que :

Σ1 � p
1
q
�

1
` � 1

q|G`v| ¤ pr �
` � 1
`

p2 � ε�
1
`
qq|G`v|

Mais, par les calculs précédents on a toujours :

Σ1 ¤ pr � 3q|G`v| � Σr�2 ¤ pr � 3 � εp`qq|G`v|,
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où

εp`q �
rpr � 1q

2`
� Op

1
`
q.

Donc, il suffit de montrer que :

r � 3 � εp`q � p
1
q
�

1
` � 1

q   r �
` � 1
`

p2 � ε�
1
`
q pour ` " 0.

Mais, ceci est toujours vrai 0   ε   1 � 1
q puisque le terme de gauche tend vers r � 3 � 1

q
tandis que le terme de droite tend vers r � 2 � ε.

7. Conclusion

Dans ce mémoire nous avons cherché à présenter la conjecture de torsion dans son contexte et
à comprendre les étapes qui ont mené à l’énoncé de la conjecture 1.7 et à la preuve du théorème
5.1 et de la conjecture 1.5. Il ne s’agissait pas ici de tout comprendre en détail (au delàs du niveau
d’un master) mais plutôt en admettant certains résultats profonds (théorème d’existence de Riemann,
théorème de réduction semi-stable . . . ), de mettre en évidence les idées importantes et les techniques
utilisées. Il semble clair que l’une des théories essentielles pour traiter ce problème est la théorie du
groupe fondamental. Le dictionnaire donné par cette théorie nous a permis de construire les courbes
modulaires abstraites qui ont permis à leur tour, de reformuler le problème et de ramener la preuve
à une étude du genre. Le théorème fondamental ici est la formule théorème de Riemann Hurwitz
qui relie le genre de deux courbes et l’indice de ramification (cf. annexe). Elle a permis de ramener
le problème à un problème totalement combinatoire que l’on résout en combinant le théorème de
Lang-Néron, la structure du groupe fondamental donné par le théorème d’existence de Riemann et le
théorème de réduction semi-stable.

L’une des lacunes actuelles est que tous les résultats ont été démontrés en caractéristique 0. Dès
lors, l’une des questions qui peut naturellement se poser est : Que deviennent le corollaire 1.2 et
le théorème 6.1 en caractéristique p ? Ce cas est à priori plus difficile. Par exemple, en observant
la formule de Riemann Hurwitz en carctéristique p lorsque la ramification est sauvage, on observe
qu’elle est plus complexe ce qui rend les choses plus difficiles. Ce sont ces motivations qui nous ont
poussé à étudier ce cas en annexe. Cependant, dans le cas `-primaire, le résultat est déjà démontré (cf.
[1]). Enfin, supprimer l’hypothèse de semi-stabilité serait une nouvelle avancée vers la conjecture..
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8. Annexes

8.1. Schéma abélien et variété abélienne (cf. [5, 20, 9, 16, 18]). Soit S un schéma.

(1) Foncteur représentable

On rappelle aussi qu’un foncteur F : C Ñ S ets est dit représentable si il existe un élément G
de C tel qu’on a un isomorphisme de foncteur Fp�q � HomCpG,�q i.e, pour tout f : X Ñ Y ,
on a le diagramme commutatif suivant : @Y, Z P C

FpYq
θpYq
//

Fp f q
��

	

HomCpG,Yq

� f
��

FpZq
θpZq
// HomCpG,Zq

Il suit du lemme de Yoneda que l’isomorphisme Fp�q � HomCpG,�q détermine X à isomor-
phisme prés.

(2) Schéma en groupe

Soit G un schéma sur S , on peut lui associer le foncteur de points

FG : sch{S Ñ Ens
X Ñ S Ñ Homsch{S pX,Gq

et on dit que G est un schéma en groupe si FG est à valeur dans la catégories des groupes. Le
lemme de Yoneda permet d’obtenir les diagrammes suivant qui donnent à G une structure de
groupe.

(a) Il existe un S�morphisme m : G �S G Ñ G, m est appelé la multiplication en groupe.
Le diagramme suivant commute :

G �S G �S G
Id�m //

m�Id
��

	

G �S G

m
��

G �S G m
// G

Ce diagramme traduit l’associativité de la loi pour m.

(b) Il une section ε : S Ñ G pour le morphisme structurel π : G Ñ S tel que les diagrammes
suivants sont commutatifs :

pEq G �S G
m // G

G �S S

pId, εq

OO

1

;;wwwwwwwwww

et G �S G
m // G

G �S S

pε, Idq

OO

1

;;wwwwwwwwww

Ceci signifie que ε joue le rôle de l’identité.

(c) Il existe un S�morphisme inv : G Ñ G tel que les diagrammes suivant commutent :

G
∆ //

π

��

G �S G
1�inv // G �S G

m
��

G ε
// G
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et
G

∆ //

π

��

G �S G
inv�1 // G �S G

m
��

G ε
// G

où ∆ : G Ñ G �S G est la diagonale.
La commutativité de ces diagrammes traduisent le fait que inv est l’application inverse.

Les notions d’homomorphismes de schéma en groupe ou de sous schéma en groupe sont défi-
nies naturellement. Nous pouvons supposer que tous les schémas sont séparés. Ainsi ∆ est une
immersion fermée et (E) montre que ε est une immersion fermée et un homomorphisme. S est
le shéma en groupe sur S trivial. Notons aussi que un changement de base de schéma en groupe
G sur S vers une nouvelle base T , nous donne un nouveau schéma en groupe GT � G �S T
sur T . La manière correcte de penser à un schéma en groupe sur S est de le penser en tant que
famille de schéma en groupe, tGs, s P S u où Gs � G �S specpkpsqq avec kpsq corps résiduel
en s. On parle aussi de schéma en groupe sur A lorsque il s’agit d’un schéma en groupe sur
S pecpAq où A est un anneau commutatif. Nous voyons que chaque Gs est un schéma de groupe
sur un corps ( le corps kpsq).

(3) Variété abélienne

Une variété abélienne sur un corps k est un groupe algébrique A sur k, dont le schéma sous-
jacent est projectif, connexe et géométriquement réduit. La loi de groupe d’une variété A est
commutative (rigidité). Si k est de caractéristique nulle, la condition "géométriquement réduit"
est automatiquement satisfaite pour tout groupe algébrique sur k (Théorème de Cartier).

(4) Schéma abélien

Si le schéma de base S n’est pas un corps, on peut définir la notion de schéma abélien sur
S . Un schémaA sur S est un schéma abélien sur S si et seulement si :
(a) A est un schéma en groupe
(b) A est propre sur S
(c) A est lisse sur S
(d) tous lesAs sont des variétés abéliennes sur les corps résiduels respectifs kpsq.
C’est la bonne notion de familles de variétés abéliennes paramétrisées par S .

8.2. Exemples classiques de schéma en groupe (cf [15]) :
– Le groupe additif :

SoitGa le foncteur envoyant une k-algèbre R sur R considérée comme groupe additif, i.e.GapRq �
pR,�q. Alors

GapRq � Homk�algpkrXs,Rq,
et donc Ga est un schéma en groupe, appelé le groupe additif.

– Le groupe multiplicatif :

Soit GmpRq � pR�,�q. Soit kpXq le corps des fractions de krXs, et soit krX, X�1s le sous anneau
de kpXq des polynômes en X et X�1. Alors

GmpRq � Homk�algpkrX, X�1s,Rq,
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et donc Gm est un schéma en groupe appelé le groupe multiplicatif.

– Le groupe µn :

Soit µn le foncteur µnpRq � tr P R|rn � 1u. Alors

µnpRq � Homk�alg

�
krXs

pXn � 1q
,R


,

et donc µn est un schéma en groupe tel que krµns �
krXs

pXn�1q .

– Les tores :

Un tore T sur K est un schéma en groupe, isomorphe à un produit de Gm sur la clôture algébrique
de K. On dit que T est déployé si l’isomorphisme est défini sur K.

8.3. Les réductions d’une variété abélienne :

8.3.1. Le théorème de Chevalley (cf. [20]) : On connait la structure des groupes algébriques. C’est
le théorème de Chevalley.

Théorème 8.1. Soit k un corps de caractéristique 0 et G un groupe algébrique lisse, connexe sur k.
Alors

(1) Théorème de Chevalley
Il existe un plus petit sous-groupe algébrique H affine connexe, normal (automatiquement
lisse) de G tel que G{H soit une variété algébrique sur k.

(2) Si, de plus H est commutatif alors H contient un unique sous-groupe unipotent, normal,
connexe maximal et G{H est un tore.
Donc tout groupe algébrique g lisse connexe commutatif sur k s’écrit comme une extension

0 Ñ T� U Ñ G Ñ B Ñ 0

où B est une variété abélienne, U est un groupe algébrique unipotent commutatif et T est un
tore.

8.3.2. Le modèle de Néron (cf. [9, 20]). Soit S un schéma de Dédekind (i.e. schéma noethérien
régulier de dimension 1) et K son corps de fonction. Considérons un K-schéma XK de type fini, on
cherche à construire un S -modèle X de XK qui est lisse, séparé et de type fini sur S . De plus, on veut
que ce soit un modèle minimal parmi tous les modèles de ce type, i.e. un S -modèle X tel que pour
tout autre S -modèle Y de ce type, il existe un unique morphisme Y Ñ X dont la restriction à la fibre
générique soit l’identité. Ceci introduit la notion de modèle de Néron.

Définition 8.2. Soit XK un K-schéma de type fini lisse et séparé. Un modèle de Néron de XK est un
S -modèle X qui est lisse, séparé et de type fini, et qui satisfait la propriété universelle suivante :
Pour chaque S -schéma Y et chaque K-morphisme uK : YK Ñ XK , il existe un unique S -morphisme
u : Y Ñ X prolongeant uK .

On va lister quelques propriétés élémentaires du modèle de Néron qui découle directement de la
définition.

Proposition 8.3. Soit X un S -schéma lisse et séparé qui est le modèle de Néron de sa fibre générique
XK .
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(1) X est déterminé de manière unique par XK , à isomorphisme près.

(2) La formation de modèles de Néron commutent avec les changements de base étale ; i.e. si
S 1 Ñ S est un morphisme étale et si K1 est le corps des fonctions de S 1, alors XS 1 � X �S S 1

est un modèle de Néron sur S 1 du K-schéma XK1 � XK �K K1.

Remarque 8.4. (2) est faux si le changement de base n’est pas étale.

Un théorème difficile montre l’existence d’un modèle de Néron pour les variétés abéliennes :

Théorème 8.5. Soit S un schéma de Dédekind connexe, K son corps de fonction et soit AK une variété
abélienne sur K. Alors AK admet un modèle de Néron A sur S .

8.3.3. Types de réduction. Soit X un schéma de Dédekind, K son corps de fonction, A une variété
abélienne sur K et A son modèle de Néron sur X. Pour tout P P X, on note AP la fibre de A en P.
D’aprés le théorème de ChevalleyAP s’écrit :

0 Ñ T� U Ñ AP Ñ B Ñ 0

On dit que :

(1) A a une bonne réduction siAP est une variété abélienne.

(2) A a une réduction semi-stable en P si on a la suite exacte 0 Ñ T Ñ AP Ñ B Ñ 0 où T est
un tore et B une variété abélienne.

(3) une réduction potentiellement bonne ( resp. potentiellement réduction semi-stable) en P
s’il existe un revêtement fini étale Y Ñ X et un point Q P Ỹ au dessus de P tel que A �X Y a
une bonne réduction (resp. a une réduction semi-stable) en Q P Ỹ{Y .

Le théorème de réduction semi-stable dit que se sont les seules possibilités (i.e. la partie unipotente
est toujours tuée par un changement de base fini).

Théorème 8.6 (Théorème de réduction semi-stable). T est un schéma abélien sur X à réduction
semi-stable

De plus, on peut lire le type de réduction sur la représentation ρA,` : π1pXq Ñ GLpAηr`sq.

Théorème 8.7. (cf. [7, exp IX]) Avec les notations ci-dessus.
– si P P PB alors il existe un entier NP ¥ 2 tel que INP

P,` � 1 pour tout ` et que IN
P,` , 1 pour N   NP

et ` " 0.
– Si P P SS alors IP,` est unipotent 4 d’échelon 2 .
– Si P P PSS alors il existe un entier NP ¥ 2 tel que INP

P,` est unipotent d’échelon 2 pour tout ` et
que IN

P,` n’est pas unipotent pour N   NP et ` " 0.

4. On rappelle qu’un groupe G unipotent d’échelon 2 est un groupe dont tous les élément sont unipotents d’échelon 2 (i.e. @γ P
G r t1u, pγ� 1q2 � 0).
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8.4. Théorème de Riemann-Hurwitz. Soit k un corps algébriquement clos. On considère un mor-
phisme fini de courbe f : X Ñ Y et on étudie la relation entre les diviseurs canoniques. La formule
résultante de cette étude liant le genre de X, le genre de Y et le nombre de points ramifiés est appe-
lée théorème d’Hurwitz. On appelle le degré d’un morphisme fini f : X Ñ Y de courbes, le degré
rKpXq : KpYqs de l’extension du corps de fonction.

8.4.1. Diviseurs sur les courbes - Rappels. Comme les courbes sont des schémas noethériens, in-
tègres, séparés et localement factoriels, les trois notions classiques de diviseurs sont équivalentes.
Soit X une courbe et PicpXq le groupe des faisceaux inversibles à isomorphisme prés. On rappelle
rapidement la définition d’un diviseur de Weil et celle de diviseur de Cartier.

8.4.1.1. Diviseur de Weil : On note DivpXq le groupe abélien libre engendré par les points fermés X f

de X. Donc un élément de DivpXq est une application ρ : X f Ñ Z telle que ρpPq � 0, pour tout P
sauf un nombre fini. On note ρ par

°
P ρpPqP. On dit que la somme formelle R �

°n
i�1 ρpPiqPi est un

diviseur de Weil de X. Le degré du diviseur est
°

ni où on a noté ni � ρpPiq. Si ni ¥ 0, on dit que le
diviseur est effectif. On donne à un diviseur effectif R une structure de schéma fermé, en définissant
son faisceau d’idéaux J � OR de la façon suivante. Pour tout P < tPiu@i P t1, . . . , nu, JP � OX, P.
Pour tout Pi, pour tout i P t1, . . . , nu, JPi �

OX,Pi

M
ni
P,Pi

.

Deux diviseurs sont linéairement équivalents si leur différence est un diviseur principal i.e le
diviseur d’une fonction rationnelle. On note ClpXq le groupe des diviseurs de Weil modulo la relation
d’équivalence. Le degré d’un diviseur ne dépend que de la classe d’équivalence linéaire.

8.4.1.2. Diviseur de Cartier : Soit U un ouvert affine U � specpAq. On note K le corps de fonctions
de X i.e. K � OU,η � FracpAq. On note aussi K� le faisceau (de groupe multiplicatifs) des élé-
ments inversibles du faisceau d’anneau K . De même, on note O� le faisceau des inversibles de OX

(c’est un faisceau constant sous nos hypothèses). Un diviseur de Cartier est une section globale du
faisceau K

�

O�
, en d’autres termes, un diviseur de Cartier est la donnée des couples tpUi, fiquiPt1,...,nu où

tUiuiPt1,...,nu est un recouvrement de X par des ouverts et fi P K
�pUiq tel que @i, j, fi

f j
P O�pUi X U jq.

Un diviseur de cartier est principal s’il est dans l’image de l’application naturelleK�pXq Ñ K�

O�
pXq.

Deux diviseurs de Cartier sont équivalents si leur différence est principale.
A partir d’un diviseur de Cartier, on définit LpDq comme la classe d’isomorphismes du sous-faisceau
inversible de K défini par LpDq|Ui � f�1

i OUi , i P I etWpDq est la classe d’équivalence du diviseur
de Weil : ¸

xPX

vxp fixqx,

où ix P I est n’importe quel indice vérifiant x P Uix . Notons CaClpXq le groupe des diviseurs de
Cartier.

Lemme 8.8. La correspondance D Ñ LpDq induit une application CaClpXq Ñ PicpXq qui est un
morphisme de groupe.

On a de plus les isomorphismes :

Théorème 8.9. Soit X une courbe. Alors les morphismes de groupes canoniques :

L : CaClpXq Ñ̃ PicpXq et W : CaClpXq Ñ̃ ClpXq
D ÞÑ LpDq D ÞÑ WpDq

sont des isomorphismes.
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Sous les hypothèses du théorème 8.9, tout faisceau inversible est un sous-OX-module du faisceau
contenant KX � kpηXq (cf. [8]). Ce théorème permet de définir concrètement un isomorphisme de
PicpXq sur Clpxq. En effet, comme OX,x est un anneau de valuation discrète, on peut fixer une unifor-
misante ux de OX,x et on a, pour L faisceau inversible de X que Lx � OX,xu

vxpL q
x . L’image de L par

W �L�1 est la classe d’équivalence linéaire du diviseur de Weil :¸
xPX

vxpL qx

Si vxpL q ¥ 0 alors on a aussi vxpL q � longpOX,x

Lx
q.

Si D est un diviseur effectif, le sous-schéma fermé associé à D est le sous-schéma fermé - encore noté
D - défini par le sous-faisceau d’idéaux Lp�Dq � OX. Autrement dit, on a une suite exacte courte de
OX-modules :

0 Ñ Lp�Dq Ñ OX Ñ OD Ñ 0
8.4.1.3. Diviseurs canoniques : On note ΩX|k ou simplement ΩX le faisceau des différentielles rela-
tives de X sur k. Comme X est de dimension 1, ΩX est un faisceau inversible sur X et donc est égal
à son faisceau canonique ωX de X. On appelle tout diviseur dans la classe d’équivalence linéaire cor-
respondante un diviseur canonique et on le note KX.

8.4.2. L’indice de ramification, rappels. Pour un point P P X nous définissons l’indice de ramifica-
tion ep comme suit. Soit Q � f pPq, t P OX,Q un paramètre local de Q i.e. un générateur de l’idéal
maximal. On considère t comme un élément de OX,P via l’application naturelle f 7 : OX,Q Ñ OX,P et
on définit eP � vPptq où vP est la valuation associée à l’anneau de valuation OX,P.

. Si eP ¡ 1 on dit que f ramifié de P et que Q est un point de branchement de f .

. Si eP � 1 on dit que f est non ramifié.
Si carpkq � 0 ou si carpkq � p ¡ 0, si p � eP on dit que la ramification est modérée. Si carpkq � p ¡
0 et p|eP, on dit que la ramification est sauvage.
On définit l’homophisme f � : Div Y Ñ Div X en posant pour tout Q P Y :

f �pQq �
¸

PÑQ

ePP,

où la somme est sur les P tels que f pPq � Q et en étendant cette définition par linéarité. (Comme f
est un morphisme fini, on a ici une somme finie donc on est en présence d’un diviseur sur X).

Lemme 8.10. On vérifie que f � préserve l’équivalence linéaire donc induit un morphisme de groupe
f � : ClpYq Ñ ClpXq. Si D est un diviseur sur Y alors f �pLpDqq � Lp f �pDqq donc l’application f �

induit un homomorphisme f � : PicpYq Ñ PicpXq.

On dit qu’un morphisme f : X Ñ Y est séparable si KpXq est une extension séparable du corps
KpYq.

8.4.3. L’énoncé. On note � l’équivalence linéaire sur les diviseurs. La formule de Riemann-Hurwitz
est un corollaire du théorème de Riemann-Roch et de la proposition suivante.

Proposition 8.11. Soit f : X Ñ Y un morphisme fini et séparable de courbes. On note KX et KY les
diviseurs canoniques de X et Y respectivement et :

R f :�
¸
xPX

longpΩX|Y,xqx

le diviseur de ramification de f : X Ñ Y. Alors :

KX � f �KY � R f

28



Si on note gX :� dimpH0pX,ΩXqq � dimpH1pH,OXq1q le genre géométrique de X, il en résulte du
théorème de Riemann-Roch :

Corollaire 8.12.
degpKXq � 2gX � 2

Donc, en prenant les degrés, on déduit de la proposition 8.11 et du fait que degp f �p�qq � degp f qdegp�q
que :

Corollaire 8.13 (Formule de Riemann-Hurwitz). Soit f : X Ñ Y un morphisme fini et séparable de
courbes. On a :

2pgX � 1q � 2degp f qpgY � 1q � degpR f q

De plus, si f est modérément ramifiée, alors

deg R f �
¸
xPX

pex � 1q

8.5. Preuve de la proposition 8.11.

Démonstration. D’après le théorème 8.9, KX � f �KY � R f équivaut à ΩX � f �ΩY bOY Lp�R f q ou
encore à ΩX bOX p f �ΩYq

�1 � Lp�R f q. Notons ηX, ηY les points génériques de X et Y respectivement.

(1) Fait 1 : pΩX|YqηX � 0.
En effet, pΩX|YqηX � ΩOX,ηX |OY,ηY

� ΩkpηXq|kpηYq � 0, la dernière égalité résultant du fait que
f : X Ñ Y est séparable.

(2) Fait 2 : On a une suite exacte courte 0 Ñ f �ΩY Ñ ΩX Ñ ΩX|Y Ñ 0.
On a toujours la suite exacte courte f �ΩY

α
ÝÑ ΩX Ñ ΩX|Y Ñ 0 donc le seul point à vérifier est

l’exactitude à gauche. D’après le fait 1, en localisant en ηX, on obtient : αηX : p f �ΩYqηXÑ̃ΩX,ηX .
Notons N le noyau de α. Pour tout x P X, Nx est un sous-OX,x-module de p f �ΩYqx, qui est
libre de rang 1. Comme OX,x est principal, Nx est soit 0 soit OX,x-module de rang 1 i.e on a un
isomorphisme de OX,x-modules OX,xÑ̃Nx. En localisant en OX,xzt0u, on obtient : kpηXqÑ̃NηX ,
ce qui contreditNηX � 0. DoncNx � 0 et ceci pour tout x P X . CommeN est quasi-cohérent,
on en déduit N � 0.

(3) Comme pΩXq
�1 est un faisceau inversible, le foncteur � bOX pΩXq

�1 est exact. Par ailleurs,
d’après le fait 1, ΩX|Y bOX pΩXq

�1 � ΩX|Y donc, en tensorisant 0 Ñ f �ΩY Ñ ΩX Ñ ΩX|Y Ñ 0
par �bOX pΩXq

�1, on obtient :

0 Ñ f �ΩY bOX pΩXq
�1 Ñ OX Ñ ΩX|Y Ñ 0

Pour tout x P X, l’anneau OX,x est un anneau de valuation discrète. En particulier, le mor-
phisme de k-modules canonique MX,x

M2
X,x
Ñ̃ΩX,x est un isomorphisme. Donc si ux P MX,x est une

uniformisant de OX,x, ΩX,x � OX,xdxpuxq. De même, si u f pxq P MY, f pxq est une uniformisant de
OY, f pxq, ΩY, f pxq � OY, f pxqd f pxqpu f pxqq. En écrivant f 7x pu f pxqq � auex

x avec a P O�X,x, le morphisme
φx : ΩY, f pxq bOY, f pxq OX,x Ñ ΩX,x est entièrement déterminé par :

φxpd f pxqpu f pxqqq � dx f 7x pu f pxqq � dxpauex
x q � exauex�1

x dxpuxq � uex
x dxpaq �:

dxp f 7x pu f pxqq

dxpuxq
.

La suite exacte courte 0 Ñ f �ΩY bOX pΩXq
�1 Ñ OX Ñ ΩX|Y Ñ 0 localisée en x P X devient

donc

0 Ñ
dxp f 7x pu f pxqqq

dxpuxq
OX,x Ñ OX,x Ñ ΩX|Y,x Ñ 0.

29



On en déduit, d’une part que le diviseur de Weil associé à f �ΩY bOX pΩXq
�1 est :

°
xPX

vx
�dxp f 7x pu f pxqqq

dxpuxq

�
x �

°
xPX

long
�

OX,x� dxp f 7x pu f pxqq

dxpuxq

�



x

�
°
xPX

longpΩX|Y,xqx

� R f

D’autre part, que ΩX|Y est de longueur vx
�dxp f 7x puqq

dxpuxq

�
� ex � 1, si la ramification est modérée et

vx
� dxp f 7x puqq

dxpuxq

�
¥ ex � 1, sinon.

�

8.6. Cas où la ramification est sauvage (cf. [21, p 124] [19, chap. IV]). Si la ramification est
sauvage, l’étude est beaucoup plus complexe. Mais, dans le cas où le revêtement est Galoisien de
groupe G :� GalpKpXq{KpYqq, on obtient la formule de Riemann-Hurwitz qui s’exprime à l’aide des
groupes de ramification que nous allons définir. Donnons nous un P P X, posons Q :� f pPq P Y .
Etant donné que nous sommes en présence d’un revêtement galoisien, il existe un élément x P OX,P,
qui engendre OX,P considéré comme OX,Q-algèbre. Sous ces conditions, le lemme suivant est vérifié :

Lemme 8.14. Soit s P G, et soit i un entier ¥ �1. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
– s opère trivialement sur l’anneau quotient OX,P

M
i�1
X,P

– vPpspaq � aq ¥ i � 1 pour tout a P OX,P.
– vPpspxq � xq ¥ i � 1.

Pour tout entier i ¥ �1, soit Gxpiq l’ensemble des s P G qui vérifient les conditions (a), (b), (c) du
lemme. Les Gxpiq forment une suite décroissante de sous-groupes distingués de G. On a Gxp1q � tIdu
pour i assez grand, Gxp0q est le sous groupe d’inertie de G et Gxp�1q � G. Le groupe Gxpiq s’appelle
le ième groupe de ramification de G (ou de L{K).

Théorème 8.15 (Formule de Riemann-Hurwitz-Cas général (admis)). Soit f : X Ñ Y un revête-
ment galoisien de groupe G, séparable de degré n de courbes.

2pgpXq � 1q � 2|G|pgpYq � 1q �
¸
xPX

¸
iPN

p|Gxpiq| � 1qdegpxq

où x parcourt les points fermés de X, degpxq � rkpxq : kp f pxqqs, Gxpiq désigne le iième groupe de
ramification en x dans l’extension KpXq{KpYq.
Lorsque k est de caractéristique 0, degpxq � 1.

On remarque que avec cette formule est plus complexe ce qui rend difficile l’obtention d’un ana-
logue de la preuve du théorème 6.1 en caractéristique p.
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Évariste Galois (Bourg-la-Reine, 25 octobre
1811 - Paris, 31 mai 1832) est un mathémati-
cien français. Il a entre autres laissé son nom à
la théorie de Galois, qui étudie la résolubilité des
équations algébriques à partir des groupes de per-
mutations de leurs racines et qui est considérée
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sa mort prématurée, contrastant avec l’importance
reconnue maintenant à ses travaux, ont contribué
à en faire l’incarnation même du génie malheu-
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Adolf Hurwitz (26 mars 1859- 18 novembre
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figures importantes des mathématiques de la se-
conde moitié du XIXe siècle. Il est né à Hilde-
sheim et mort à Zurich en Suisse. Il fut un des
premiers à maîtriser la théorie des surfaces de
Riemann. Il s’en servit pour montrer des résultats
fondamentaux sur les courbes algébriques, dont
le théorème des automorphismes de Hurwitz. Ce
travail anticipe des théories postérieures, dont la
théorie des correspondances algébriques, les opé-
rateurs de Hecke et le théorème des points fixes
de Lefschetz. Il s’intéressait aussi à la théorie des
nombres. Il a étudié les ordres maximaux dans les
quaternions, introduisant ce qui s’appelle aujour-
d’hui les quaternions d’Hurwitz.

Alexandre Grothendieck est un mathémati-
cien apatride, ayant passé la majorité de sa vie en
France, né le 28 mars 1928 à Berlin (Allemagne).
Lauréat de la médaille Fields en 1966, refonda-
teur de la géométrie algébrique, il est considéré
comme l’un des plus grands mathématiciens du
XXe siècle.

33



David Bryant Mumford (né le 11 juin 1937)
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Jean-Pierre Serre est un mathématicien fran-
çais né le 15 septembre 1926 à Bages (Pyrénées-
Orientales). Il est considéré comme l’un des plus
grands mathématiciens du XXe siècle. Il a reçu
de nombreuses récompenses pour ses recherches
dont la médaille Fields en 1954, faisant de lui le
plus jeune récompensé. Il est aussi le premier lau-
réat du Prix Abel, créé en 2003.

Serge Lang (19 mai 1927 - 12 septembre 2005)
est un mathématicien américain né en France. Il
est connu pour ses travaux en théorie des nombres
et pour ses manuels scolaires, dont l’influent Al-
gebra. Il fut membre de la National Academy of
Sciences et du groupe Bourbaki.

Georg Friedrich Bernhard Riemann, né le
17 septembre 1826 à Breselenz, État de Hanovre,
mort le 20 juillet 1866 à Selasca, hameau de la
commune de Verbania, Italie, est un mathémati-
cien allemand. Influent sur le plan théorique, il a
apporté une contribution importante à l’analyse et
à la géométrie différentielle.

Pierre Cartier, est un ancien élève de l’Ecole
Normale Supérieure, il est docteur en mathéma-
tiques (1958), directeur de recherche au CNRS,
professeur de mathématiques à l’Ecole normale
supérieure. Il a été membre du groupe Bourbaki.
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algébrique. Depuis 1967, il est professeur à l’université de Paris-Sud 11. Avec Alexandre Grothendick
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Les Contemplations, I, 13 : A propos d’Horace (extrait)
. . .

J’étais alors en proie à la mathématique.
Temps sombre ! enfant ému du frisson poétique

On me livrait tout vif aux chiffres, noirs bourreaux
On me faisait de force ingurgiter l’algèbre
On me tordait depuis les ailes jusqu’au bec

Sur l’affreux chevalet des x et des y
Hélas, on me fourrait sous les os maxillaires

Le théorème orné de tous ses corollaires.
Pourtant, on peut être poète et mathématicien.

. . .
Victor Hugo
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