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Introduction

Le terme de "loi de réciprocité" est due a Legendre. Alors qu’il travaillait autour du petit
théoréeme de Fermat et de ce qu'on 'on pourrait appeler la théorie des congruences, il
énonce en 1785 la loi de réciprocité quadratique visant a rechercher les carrés modulo un
premier.

Comprendre ce qu’est, au sens le plus général, une loi de réciprocité, est I'une des question
qui a guidé et motivé tout le développement de la théorie algébrique des nombres, depuis
les Disquisitiones Arithmeticae jusqu’aux recherches trés actuelles qui s’inscrivent dans le
programme des Langlands.

Nous nous proposons ici d’esquisser quelques éléments de réponse a la question suivante :
"Qu’est que la loi de réciprocité d’Artin sur Q7"

C’est ainsi, que nous commencerons par énoncer la réciprocité quadratique dans 7Z et les
formules complémentaires en montrant de qu’elle maniére elle vient répondre au probléme
des carrés modulo un premier.

En vue de I'étendre a des cas plus généraux, on montrera ensuite que cette loi est équiva-

lente a la donnée d’'un morphisme surjectif que I’on appellera le morphisme de Kronecker
X

défini sur ( 2 ) & valeur {£1}.

Nous introduisons alors pour les extensions quadratiques de Q ’application d’Artin construite
a partir du morphisme de Frobénius en p et définie sur un groupe de fractions particulier
vers le groupe de Galois de 'extension. Nous verrons alors une nouvelle interprétation
dans ce cas de la loi de réciprocité qui peut méme s’étendre aux extensions abéliennes
sous la forme du théoréme de Artin que nous énoncerons sans le démontrer en toute gé-
néralité.

Cette traduction de la loi de réciprocité dans le cas abélien est trés riche car elle aura des
conséquences sur la décomposition des idéaux et sera méme équivalente au théoréme de
Kronecker-Weber, ce qui constituera encore un aspect de la loi de réciprocité trés intéres-
sant.

Nous prouverons enfin la loi de réciporcité d’Artin pour les sous corps des extensions
cyclotomiques de Q.



1 La loi de réciprocité quadratique sur Z

1.1 Formulation usuelle de la loi de réciprocité quadratique &
I’aide du symbole de Legendre

Nous allons commencer par énoncer la loi de réciprocité quadratique sur Z suivie d’une
de ses preuves.

On se donne un nombre premier p et un entier d premier a p.

Nous introduisons la locution "d est un résidu quadratique mod p" (resp. "d un
non-résidu mod p") comme signifiant que la classe de d mod p est un carré (resp. un
non carré) dans 7.

Nous allons introduire maintenant le symbole de Legendre (%) défini comme
suit :

(1)

(%) =+1 si d est résidu quadratique mod p .
(%) = —1 sid est non-résidu mod p .

Bien entendu (%) n’est défini que pour d premier avec p, ¢’est a dire que pour d € Z — pZ.
Le groupe multiplicatif F étant cyclique d’ordre pair p — 1, les carrés en forment un sous

groupe F* d’indice 2, et ﬂ% est isomorphe a {£1}.
p
Ainsi le symbole de Legendre s’obtient en composant les homomorphisme :

*

F
Z—pl — F, — IE‘QP* ~ {£1}
p

On en déduit donc la formule de multiplicativité suivante :

() -G)G) g



Proposition 1 ("critére d’Euler")

p—1

Si p est un nombre premier impair, et si a € Z — pZ, on a (%) =a 2 modp

Démonstration: :
Notons w une racine primitive de 'unité mod p; on a a = w’ mod p avec 0 < j < p — 2 car
la classe w de w est un générateur de F),. Il est clair que "a résidu quadratique"’ équivaut a "]

. —1
pair" ; on a donc (%) = (—1)7. D’autre part, F, a un seul élément d’ordre 2, & savoir (DPT, et
—1
celui ci est égal a —1 car son carré est 1; donc dans Z, on a —1 = w2 mod p.
Ainsi :
a ; s, p—1 p—1
“=(=1V=w*72 =a 2 d
(p) (-1 =w a 2z modp -

Nous arrivons alors au coeur du sujet, au célébre résultat : 1a loi de réciprocité quadratique,
qui montre que les propriétés de congruences modulo deux nombres premiers impairs
distincts ne sont pas indépendantes.

Théoréme 1 ("Loi de réciprocité quadratique d’Euler Legendre-Gauss™)

Si p et q sont deux premiers impairs distincts, on a :

BOREES

Démonstration: :
Considérons, dans une extension convenable de F,,une racine primitive p*“"*® de I'unité w. Comme

wP =1, la notation w® a un sens pour x € IF,,. Nous écrivons aussi le symbole de Legendre (%)

pour x € [y, car (%) ne dépend évidemment que de la classe de d mod p. Pour a € F, considé-

rons la "somme de Gauss" :
€ axr
=35 () 3)
acEIF;; p

C’est un élément d’une extension de Fy. Posant ax =y, on a :

@) = Sy, (1 )or

() (e)

(par (2)), d’on



D’autre part, comme on calcule en caractéristique g et que (%) cFgonar(l)?=3%" p (%)qwq'x,
p

d’otu, en identifiant ¢ & sa classe mod p,

() =7(q). (5)

Calculons maintenant 7(1)2.

On a

Posant y = tx, il vient

2
T2 = e () (é)w“”“
Zz,teF;, (;)wx(l—‘rt)
= Yier; K;) > eery wm(1+t)].

Siw!t £1 ona Z;’;é(wl‘”)j = 0 par la formule de la progression géométrique, car (w!™)P = 1;

d'ou Y-, cp W+ = 1,
P

Siwtt'=1,0na erIF;; Wit = p 1
ce dernier cas n’a lieu que pour ¢ = —1, car w est une racine primitive p — éme de 'unité.
On a donc )

— t

= (He-v- ¥ (4).
p teFy t£—1 p

Comme il y a autant de carré que de non carré dans [y, on a

£ ()

teFs
d’ou . ) 1
(1) = (— p—1)+ —) = _—p

0= (Ho-n+(Ch= (2

Par le critére d’Euler, on a donc
p=1
7(1)* = (1) = p. (6)
Enfin, par (4) et (5), on a 7(1)? = 7(q) = (%)T(l).
Comme 7(1) est non nul par (6), on simplifie : 7(1)47! = (%).
Par (6) encore, on a :
- (p=1(g=1) g—

p

Comme p% = (%) (proposition) et que (%) = (%)_1, la loi de réciprocité est démontrée.



Proposition 2 ("formules complémentaires")

Si p est un nombre premier impair on a :
1 p—1
a) (1) =(=1)"=.
p?-1
b) (3) = (=)=

Démonstration: :

a) est un cas particulier du critére d’Euler.

Démontrons donc b). Notons d’abord que, comme les carrés de 1, 3, 5, 7, mod. 8 sont 1, 1, 1, 1,
on a p? = 1 mod 8, et la formule écrite a donc un sens.

Remarquons ensuite que, dans le groupe H =1, 3, 5, 7 des éléments inversibles de %, 1, 7est
un sous-groupe H’ d’indice 2; posons 6(x) = 1 pour z € H' et §(x) = —1 pour x € H — H',
de sorte qu’on a 0(xy) = 0(z)0(y) pour z,y € H. Soit alors w une racine primitive 8 — ieme de
I'unité dans une extension de IF,,. Comme dans le théoréme, considérons, pour a € H, la "somme

de Gauss" :
T(a) =Y O(z)w"". (7)
zeH
Comme dans le théoréme, on a 7(a) = 0(a)7(1) et 7(1)? = 7(p) (en identifiant p & sa classe mod
8). D’aprés la deéfinition de 6(z), on a :

(1) = w-—wW -+ =(1-uw?)(w-wd)
= wl—-w)(1 -w) =2w(l —w?)

(car w® =1 et w* = —1); d’on
7-(1)2 = 4w2(1 —2w? + w4) = 8wt =28.
Comme dans le théoréme, on en déduit 7(1)? = 7(p) = 0(p)7(1); d’ou, en simplifiant 6(p) =
p—1 p—1 3
(r)?)= =87 =(3) =) =(3)
z2—
On a donc (2) = 6(p). Or on constate par calcul direct, qu'on a #(z) = (—1)T1 pour x =

2
p
1, 3, 5, 7 (ou, plus efficacement, pour z = 1, 3, —3, —1), et que “28_1 ne dépend que de la

classe de x mod 8.

Exemple 1

La loi de réciprocité et les formules complémentaires permettent de calculer le symbole
de Legendre par réductions successives.

Calculons ainsi (2), sans avoir a écrire la longue table des carrés modulo 59. On a :

(5) = (D72(5) =~ () = =(55)
= i 1)°(35)

Donc 23 n’est pas un carré modulo 59.




Notre but ici est de bien comprendre la loi de réciprocité quadratique, de trouver des
énoncés équivalents afin d’étudier les extensions possibles de cette loi. Dans son premier
énoncé, la loi de réciprocité quadratique apparait comme le moyen de caractériser les
carrés modulo un p premier :

Pour a € Z, p un nombre premier impair tel que p /a, a est un carré modulo p est
équivalent (%) = 1.

Nous allons voir une traduction en terme de morphisme de groupe qui nous conduira a
I’étude du morphisme d’Artin et nous donnera des extensions intéressantes de la loi de
réciprocité quadratique.

1.2 Lien entre la loi de réciprocité et le morphisme de Kronecker

On va commencer cette partie en introduisant le symbole de Jacobi.

Il est contruit & partir du symbole de Legendre :

Pour M, m premiers entre eux m > 3 impairs admettant comme factorisation en produit
de nombres premiers m = py...p,, on pose :

MN_ (MY (M
m/)  \p/) \p

M N
( ) = <> quand M = N mod m
m m

On a alors la propriété suivante

Notons déja que :

Propriété 1

Pour M, N;m,n € Z, avec m,n > 3 impairs, on a :
MN MY\ (N
() -GG ®
m m m
MY\ (M (M
nm) \'m n

Démonstration :

La preuve de ces égalités réside en les propriétés du symbole de Legendre et la définition du
symbole de Jacobi.
On écrit les décomposition m = my...ms et n = nq...n, en produit de nombres premiers.

)R- GE)




et

(o) =1 ) ) -G TG - () ()

Propriété 2
Le symbole de Jacobi satisfait aussi la version suivante de la loi de réciprocité quadra-
tique, pour m, M > 3 impairs, on a :

Démonstration : :

Ecrivons les décompositions m = mq..m; et M = Mj...M, en produit de nombres premiers.

1)
! 1 L (mim i= M=l nt1
(5r) ~IIe0™ = cp=ia (57) — (o= — o

i=1

car, par récurrence on montre que :

l l
mi—l _H‘:lmi_l
Z( 5 ): L 5 mod 2

=1

Pour [ = 1, la propriété est clairement vérifiée.
Supposons que la propriété est vraie pour un [ > 1 quelquonque ie

l l

m; — 1 [[[.ymi—1
E = 2
Z'1< 2 ) 2 mod

Montrons que :

I+1 I+1
Z <m,~—1> = Hiil;ni_l mod 2

Or, par hypothése de récurrence :

I+1 l
mi—l o Hi:lmi*l ml+1—1
E 1 ( 2 ) = 5 + 2 mod 2
1=

Posons g = H§:1 m; ; alors :

(gmip1—D)—(¢=D—=(myp1—=1) _ gmyp1—q—my+1+42
5 =

2
(g=D)(my41-1)
2 Y

10



Ce qui permet d’aboutir au résultat car ¢ est impair donc g — 1 est pair et il en est de méme
pour my4; — 1.

2)

Montrons que

Montrons que

2 _ ! 2 _
Z(ml 1) = Hl:l;nz ! mod 2

Nous allons procéder par récurrence sur [. Pour [ = 1 c’est clair.

Supposons que :
l m? —1 Hézlm?—l 19
E = mo
8 8

i=1

Montrons que :
I+1
m2 -1 ||l-+}m2—1

Z O = ===t mod 2
P 8 8
+1 9 l 2 2 l 2 2
mi_l_zmi_l Mgy — 1 JLieymi -1 mig, —1
— 8 P 8 8 8 8
(Hfii m?_l)_(m?+1_1)_(né:1 m?_l) _ Hé:l m?—m%+1—l_[§:1 m12+2
8 - 8
= TSmEDmin D _ g 2
En effet, on a ¢ := Hig m? qui est un produit de nombres impairs donc impair et de la forme
2k 4+ 1 ou k est un entier ;

comme

= 2k+1)? =4k* + 4k + 1 = 4(k + 1)k + 1 = 1mod8

car k ou k + 1 est pair et le .1 — 1 est pair, on obtient la congruence voulue qui nous donne le
résultat.

3)

~1)(g;-1)
4

(%) - ﬁ ﬁ (Z) = ﬁ ﬁ(—1)W ()T,

i=1j=r i=1j=1

Montrons que :
(pi—1)(g;—1) (M=1)(m—1)
4

(_1)25:1 i — (-1)

11



1e :

== 4 4
Or ros r s
;; (pi — 12(% -1 (2 (pi2—1)) <j:1 (q]2—1)>

De plus, par la preuve du 1), on a :

2 2
=1
et .
—1 T ;— 1
Z (Qz ) — Hz:l qi mod 2
. 2 2
i=1
donc

~ (i —1D)(g -1 AR § (A
Zz(p L(q] ):lelﬁ Hz_12qz mod 2.

C’est ce qu'il fallait démontrer.

Nous allons énoncer le théoréme central de cette partie qui s’appuie sur les deux lemmes
suivants.

Lemme 1 (Propriété remarquable du symbole de Jacobi)

Sim =n mod D ot m, n sont impairs et > 3, et D =0, 1 mod 4 alors :
D D
()= (%) w
m n

Démonstration: :

1" cas : D >0
1¢" sous-cas : D =1 mod 4

On a par la loi de réciprocité quadratique :

D _ (_1 (D—lL(m—l) m
(73) ( (D—1)(n—1) (nD)
(7)) = ) (%)
Or, comme m =n mod D, on a (%) = (%)
On veut donc montrer que :
(_1)(D71)4(m71) _ (_1)(D7121(n71)

12



(D-1)(m—-1) (D-1)(n—-1)
1 = 1 mod 2

or comme D =1mod4 = D —1=0 mod 4 et m impair donc m — 1 est pair (idem pour n).
Ainsi,

(D-1)(m—-1) (D—-1)(n-1)
4 4

C’est ce que l'on voulais montrer.

=0 mod 2.

2¢m¢ sous cas : D = Omod 4
Ecrivons alors D sous la forme D = 2Fd ou d > 0 est impair et k > 2
On a :

D 2\"(d m? mo1d-
() = () <) = (=)= 1(—1)7171(%) (propriétés du symbole de Jacobi).

(f) = (PR ) (g)

De méme, on obtient :

Comme

On veut donc montrer que :

() (i) ey

1e :

k

(m28— 1) n (m — 1i(d— 1) Ek(n28_ 1) N (n— 1)4(d— 1)

Commengons par montrer que :

mod 2

(m-1d-1) _(n-1)(d-1)
4 4
(m-1d-1) m-1)d-1) (m-—n)(d-1)

1 — 1 = 1 =0 mod 2 |

Comme
m =n mod D ie 4 divise m —n car 4 divise D

et d — 1 est pair, on a la congruence voulue. Or d est impair donc d — 1 est pair.
ce qui montre I’équivalence souhaitée.

13



Reste & montrer que :

ie

Si k est pair c’est immeédiat.

Supposons que k est impair i.e. k > 3, puisque k > 2.

Or m = n mod D et 8 divise D donc 8 divise (m —n) et comme m et n sont impairs, on a m+n
pair.

Cela donne la congruence voulue.

2¢me cag 2 D < ()

On va utiliser le résultat que l'on vient de montrer sur —D > 0.
1°" sous-cas :

() = (5552

Il s’agit de montrer que :

1e
m—1 m-1-D—-1 n-1 n—l—D—lEOmOd2
2 2 2 2 2 2
ou encore : N N D1
m-+n m-+n — B
( 5 —1) ( 5 —1)( 5 ):0m0d2

qui se réécrit :

D=1mod4ie —D=3mod4<= —D+1=0 mod 4
Donc ici comme m + n est pair car m et n sont impair.
On a I’équivalence.

2°M€ gous cas :

D=0mod 4ie — D =0mod 4

14



(2) = (G)x(2)
= (-7 (57)
= (—l)mT(%) (car — D = 0mod 4, cas positif)
= (DT E(D)
(_l)m;r'n_l(%)
De plus
m =n mod D
donc .
mn 5 " — nmod D
ce qui implique que
mn =n mod 4

car 4 divise D.
Mais alors m;”
donc n — 1 pair.
D’ou %’“2 =0 mod 2

Ce qui nous donne le résultat.

Donc, dans tous les cas, m, n impairs positifs (%) = (%) pour D =0, 1 mod 4

—1=n—-1=0mod 4 car n est impair

Lemme 2

Pour toute classe a mod D avec (a,D) =1,
Im > 3 impair tel que a mod D = m mod D et (m,D) = 1.

Démonstration: :

1°" cas : D pair

Comme (a, D) =1, on a donc a impair.

Ce qui implique que, pour tout A € Z, on a a + AD impair.
Bien entendu, on peut trouver A\g € Z tel que a + A\gD > 3.
Donc, en posant m = a + AgD, on a trouvé un m qui convient.

2¢me cas : D impair

Il existe bien sur comme avant un A € Z tel que a + AD > 0.
Sia -+ AD est impair, m = a + AD convient.

Sinon m = a + AD + signe(D) D convient car D est impair.

15



Théoréme 2
Si D =0, 1 mod 4 est un entier non nul, alors il existe un unique homomorphisme

D

Z *
X (DZ) — {1} tel que x(m mod D) = (%)

pour m > 3 impair premier avec D.

De plus, x est sujective si et seulement si D n’est pas un carré dans Z.

On appellera x le symbole de Kronecker ou morphisme de Kronecker associé
a D noté aussi xp s’il y a une confusion possible.

En outre,

1 st D >0,

—1 mod D) =
x( ) -1 si D <0.

et
1 st D =1 mod 8,

2 d D
X(2 mo ) —1 si D =5modS8.

(On remarque que le cas D = 0 mod 4 disparait ici puisque on doit avoir D et 2
premier entre eux).

Démonstration: :

Définition :

Les deux lemmes que nous venons de démontrer montrent en fait que I’application x est bien
définie.

Le premier lemme montre que 'application y qui est définie sur un ensemble quotient ne dépend
pas du représentant choisi et le deuxiéme lemme montre que pour tout élément de (%)*, il
existe un représentant comme dans le théoréme.

On voit facilement que x est un morphisme (en choisissant dans chaque classe un représen-
tant m > 3, impair premier avec D et en utilisant les propriétés du symbole de Jacobi).
Unicité :

Elle découle directement de la définition de x et du lemme 2.

Surjectivité :
Il est clair que si D est un carré dans Z, alors y est le morphisme trivial.

Nous voulons ensuite montrer que, si D n’est pas un carré dans Z, alors y est surjectif, ie il

existe m impair tel que (m A D) =1 tel que (%) =—1.

Puisque on a déja x(1 mod D) =1 (x est un morphisme).

On pose D = §22D’ ot D’ est impair sans facteurs carré et § € Z.

16



Supposons D’ # 1. On impose m = 1 mod 8 donc (%) =1.
On a alors :

()= () () = ()

car m = 1 mod 4. On peut écrire D’ = p1..p,, avec des p; > 3 premier distincts car on a supposé

que D n’était pas un carré dans Z.
<D ) <p ) (pr>
; )

On a:
)
p1
<m> —1Vi>2
Pi

Comme il existe toujours des carrés et des non carrés modulo tout nombre premier > 3 le lemme
chinois nous donne 'existence d’un « déterminée modulo (8p;...p,) :

On cherche m tel que :

et

a = 1mod38

a = non carré mod p;
a = carré mod po

a = carré mod py.

Il existe m > 3 impair tel que m = a mod (8py...p;).

Il vérifie b
() = (%)

SiD' =1et (%) = (%) = —1 donc m = 3 convient.

x est donc surjective.

Montrons que :
1 st D >0,

—1 mod D) =
X( ) {—1 si D < 0.

Il faut toujours considérer les 4 cas.

1¢" cas :
D >0et D=1mod4

Soit m impair > 3, m = —1 mod D
On peut choisir m = —1+4D

17



xX(=1mod D) = —1£4D

144D D—1-244D
= 1£4 (—1) 2 2

— —Dl>(_1)D212§4D
D

(—1)77 (-1
(-7 %
Donc
x(—=1mod D) =1
2eme cag

D >0et D=0 mod4

On écrit D sous la forme D = 2¥d ou d est impair.
On peut choisir m = —1 + D, ot m > 3, impair.

k
_ D \_(_2 d
x(=1mod D) = (=3p)=|=5p (—1+D

12
_ (_1)d;1 —2;—D+d51 (_ )(D 1) 1
-
— (C)EE() T
Comme
D =0mod 4
on a % pair et d impair implique d — 1 pair
donc %% est pair
Ainsi i
(_1)%5 —1.
12
Si k pair, on a %kz pair
et donc )
(—1)F R =

Si k est impair comme k> 2, on a k > 3
donc 8 divise D
ie
N € Z tel que D = 8\

et alors
(D—1)2—1=(8\—1)> =1 =64)\* — 16\ = 0 mod 16

18



donc

Ce qui montre que

3¢me cas
D<0et D=1mod4
On peut choisir m = —1 — 4D oi m > 3, impair.
_ D
x(=1mod D) = |55
_ 1 ( D >
= —1+4D ~1-4D
_ (_1)(7172D)(_1)_12_D(—1—2D
_ _1)%(—1—2@ =L
= (-)F )T
On a
D=1 mod4
donc
D—1=0mod4
d’ou 1-D
T(—l — 2D) est pair
ainsi
. De plus,
—D =—-1mod 4
donc
—D—-—1=-2mod4
D’ou

Donc ¢’est un nombre impair
Par suite,

4°M€ cas :

(D-1)2-1
—s k

(1)

xX(—1 mod D) = 1.

-D -1
2

= —1 mod 4.

X(—=1mod D) = —1

D <0et D=0mod4

On peut choisir m = —1 — D m > 3, impair.

19
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On écrit D sous la forme D = 2¥d ou d est impair.

x(—1 mod D) = <1DD>
k
- (=) ()
—1-D —1-D
k
_ 2 -1 —d
D)2
_ (_1)(—2;D)(_1)—22—D —12—d _1__dD (_1)(( 1 183) 1)k
1oy
= (—)FER) B ey ()
Comme D = 0 mod , on a que _QQ_D est impair donc —1)<_2_D) = —1et % est pair donc
—-D —1-d
(-1)=2 2z =1.
Reste a étudier la parité de (%)k.

Si k est pair on a que (%)k est pair et par suite (—1)(%% =1.

Si k est impair, alors k > 3 donc D est divisible par 8 i.e. il existe A € Z tel que —D—1 = —1—8\
2

et par suite (—1 — D)2 —1 = (=1 —8))2 — 1 = 64A2 — 16\ = 16 x (3A3 — 1) ainsi =12 gt

pair d’ott on a aussi dans ce cas (—1)(%)14: =1.

C’est ainsi que 'on obtient que x(—1 mod D) = —1 lorsque D < 0 et D = 0 mod 4.

Montrons que :
1 si D=1 mod 8,

2 d D) =
x(2 mo ) {—1 st D=5 mod 8.

1¢" cas :
D >0et D=1mod4

Soit m impair, m = 2 mod D et m > 3.
On peut choisir m =2+ D

x(2mod D) = (575
D

= (-1 DQ{l(q)%%
Ici, si
D=1mod &8 ou D= 5mod8
On a
D—1=0mod4
Donc



Maintenant, si

D =1mod8
on a que
I\ € Z tel que D =1+ 8\
et
D? — 1 =64)% 4+ 16X
Par suite, D28_1 est pair.
Mais alors,
D21
— ) 8 _= 1
Enfin,
X(2 mod D) =1
Si
D =5mod8
on a que
A\ € Z tel que D =5+ 8\
et
D? —1 = 64)\% - 80\ + 24
donc )
D= —1
5 = 8)\2 4+ 10\ + 3 est Tmpasr
Mais alors,
D21
()% =1
Enfin,
X(2 mod D) = —1

D <0etD=1mod4

Soit m impair, m = 2 mod D, m > 3.
On peut choisir m =2 — D

X(2 mod D) =




Ici, si
D=1mod8ouD = 5mod8

On a
—D+1=0mod 4

Donc

Comme dans le premier cas, si

D =1mod8
on a que
2
(-7 =1
Donc,
X(2 mod D) =1
et si
D =5 mod 8
on a que
2
(-)7F =1
Enfin,

On va montrer la "réciproque" c’est a dire le résultat suivant :

Théoréme 3
On suppose que le théoréme 2 est satisfait pour tout D = 0 ou 1 mod 4. Alors la loi
de réciprocité quadratique et les lois complémentaires sont vraies.

Démonstration: :

Soient p et ¢ des premiers disctincts impairs.
Posons

De sorte que,
p* =1 mod 4

en effet,

comme p est impair, on a que p =1 mod 4 ou p = 3 mod 4
Sip=1mod 4, ona% pair

Donc p* =p =1 mod 4

Sip= 3 mod 4, on a % impair
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Donc p* = —p = 1 mod 4.
Donc on peut considérer y = xp ou D = p*.
Le but ici est de montrer que :

Car

B q

= (-1
On a que y est 'unique homomorphisme du groupe cyclique (p%) * vers {£1} qui est surjectif
puisque ici D n’est pas un carré dans Z.
Or, Papplication (5) : (z%) p— {£1} est elle aussi clairement un morphisme par définition du
symbole de Legendre. De plus il est facile de voir qu’il est surjectif (car il y a toujours des carrés
et des non carrés modulo un nombre premier impair) donc les deux morphismes sont égaux, ce
qui montre 1’égalité souhaitée.

On va établir maintenant les formules complémentaires. Pour la premiére formule concernant
la valeur —1 :

Etant donné qu’elle fait intervenir les congruences modulo 4, il est naturel de considérer I'appli-
cation x pour D = —4. On veut montrer que :

)

-1y _ 1 st p=1mod4
p ) | -1 si p=3mod4

Soit p un premier impair tel que p = 1 mod 4.

ie :

On a donc :
X(p mod 4) = x(1 mod 4) =1
Ainsi A .
(*) = (—) =1 sip=1mod 4.
p p
Soit p un premier impair tel que p = 3 mod 4.
On a donc : A ,
X(p mod 4) = x(3 mod 4) = <_3> = (;) =1
Ainsi !
(—) = —1 si p=3 mod 4.
p

Pour la seconde formule concernant la valeur 2 :
Etant donné qu’elle fait intervenir les congruences modulo 8, il est naturel de considérer 'appli-
cation y pour D = 8.
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On veut montrer que :

ie :
1 st p=1mod8
-1\ J -1 st p=3mod38
<p> -1 si p=>5modS8
1 st p=7Tmod8

Soit p un premier impair tel que p = 1 mod 8.

On a donc : <
(*) = (];) = x(p mod 8) = x(1 mod 8) =1

Ainsi (%) =1sip=1mod8

Soit p un premier impair tel que p = 3 mod 8.
On a donc :

(}2)) = x(p mod 8) = x(3 mod 8) = <2> =1

car 2 n’est pas un carré modulo 3.
Ainsi (%) =—-1sip=3mod8

Soit p un premier impair tel que p = 5 mod 8
On a donc :

(;) = x(p mod 8) = x(5 mod 8) = <2> =1

car 2 n’est pas un carré modulo 5.
Ainsi (%) =—1sip=5mod8
Soit p un premier impair tel que p = 7 mod 8.

On a donc :
2

(3) = X(p mod 8) = x(7 mod 8) = <2> 1

car 2 est un carré modulo 3.
Ainsi (%) =1sip=7modS8.
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2 La loi de réciprocité d’Artin sur Q :

2.1 Arithmétique des extensions quadratiques de Q

L’objet de cette partie est de faire des rappels concernant les extensions quadratiques
dont nous aurons besoin pour la suite.

Elle ne comportera donc pas les démonstrations des résultats énoncés (si le lecteur désire
les consulter il poura se reporter au livre "Samuel Théorie algébrique des nombres".

Définition 1

On appelle corps quadratique toute extension de degré 2 du corps Q des nombres
rationnels.

Si K est un corps quadratique, tout élément = de K — Q est de degré 2 sur Q, donc est
un élément primitif de K (i.e. K = Q[z], et (1, x) est une base de K sur Q).

Soit F(X) = X?+bX + ¢ (b, ¢ € Q), le polynéme minimal d’un tel élément x € K. La
résolution de I'équation du second degré z? + bx + ¢ = 0 donne 2z = —b & /b? — 4c.
Ainsi K = Q(v/b? — 4c).

Or b® — 4c est un nombre rationnel ¥ = % avec u,v € Z; on a donc aussi K = Q(v/uv)
avec uv € 7.

Par le méme procédé on voit qu’on peut enfin écrire K = Q(v/d) ott d est un entier sans
facteurs carrés.

Proposition 3

Tout corps quadratique est de la forme Q(\/&), otl d est un entier sans facteur carrés.

L’élément v/d est racine du polynome irréductible X2 — d.
Il admet un conjugué dans K, a savoir —v/d. 1l existe donc un automorphisme o de K

qui applique vVd sur —vV/d.
L’élément général de K est de la forme a + bv/d avec a, b€ Q, et on a
ola+bVd) =a—bVd (11)

Ainsi Gal(K/Q) = {id, o} est abélien.
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Nous noterons O 'anneau des entiers de K.
La structure de cet anneau dépendant de la valeur de d modulo 4.

Théoréme 4

Soit K = Q[v/d] un corps quadratique, avec d € Z, sans facteur carré (et donc #
0 mod 4).

a) Sid =2 ou 3 mod 4, 'anneau Ok des entier de K est ’ensemble des a + b/ d, avec
a,be .

b) Sid =1 mod 4, l'anneau O des entier de K est I'ensemble des (u + vV/d), avec
u,v € Z de méme parité.

Dans le cas ot d = 2 ou 3 mod.4, une base du Z—module Ok est évidemment (1, v/d).
Dans le cas d =1 mod 4, une base du Z—module O est (1, 1(1+ V/d)).

On notera wy :

HT‘/& dans le cas otid = 1 mod 4.

{ Vd dans le cas oud = 2 ou 3 mod 4.

Ainsi, on aura Og = Z|wy| dans les deux cas. Pour finir un peu de terminologie :
Sid >0, on dit que Q(\/d) est un corps quadratique réel (car il existe un sous-
corps de R conjugué de Q(\/d)).

Sid < 0, on dit que Q(\/&) est un corps quadratique imaginaire.

Prenons K = Q[v/d] oit d est un entier sans facteurs carrés.

a) Sid = 2 ou 3 mod 4, (1, v/d) est une base de anneau des entiers de K. Comme
Tr(1) =2, Tr(d) = 2d, on a D(1, /d) = 4d.

Les nombres premiers qui se ramifient dans L sont donc 2 et les diviseurs premiers de d.

b) Si d =1 mod 4, (1, 1+2‘/E) est une base de 'anneau des entiers de K.

On a
Trm)::2,7w(1*'VE)::1 (12)
2
et \/_
1+Vd d+1 1 d+1
D’ou,
1+Vd d+1
D(1, 5 ) =2 ;- —l=d

Les nombres premiers qui se ramifient dans K sont donc les diviseur de d.

On remarque qu’un corps quadratique (@[\/c_l] est uniquement déterminé par son discrimi-
nant Dg. On notera aussi que le discriminant d’un corps quadratique n’est pas un entier
arbitraire.
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Soient d € Z un entier sans facteur carrés, K le corps quadratique @[\/3] et p un nombre
premier.
La proposition qui suit donne la décomposition en idéaux premiers de 'idéal pZ dans Ok.

Proposition 4

Soit K = Q[v/d| un corps quadratique, o d € Z est sans facteurs carrés.

a) Sont décomposés dans K i.e. pOg = pi1py ol py, po sont des idéaux premier dans
Ok tels que p; = o(p2), les nombres premiers impairs p tels que d est résidu quadra-
tique mod p, et 2 sid =1 mod 8 ;

b) Sont inertes dans K i.e. pOxg = p ot p est un idéal premier dans Ok, les nombres
premiers impairs p tels que d est non-résidu mod p, et 2 si d =5 mod 8 ;

¢) Se ramifient dans K i.e. pOx = p? ot p est un idéal premier dans Oy, les diviseurs
premiers impairs de d, et 2 si d =2 ou 3 (mod 4)
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2.2 L’application d’Artin d’un corps quadratique sur Q

Soit K un corps quadratique et p un premier non ramifié dans K. Notons G = Gal(K\Q) =
{Id, o}. Soit p idéal premier tel que p € p.

Le groupe de décomposition en p, que 'on notera G,, est défini par :

G,={feG| flp)=r}

La notation ne prend pas en compte l'idéal p au dessus de p choisi car ce groupe est
indépendant de celui-ci.

On va déterminer & la main le groupe de décomposition en p en séparant les cas
inerte et totalement décomposé pour p non ramifié.

1°" cas : Supposons que p est inerte, donc que pOx = p.

Soit f € G, ona f(p) = f(pOk) = pf(Ok) = pOx = p.
On a donc G, = G

2¢Mme cas : Supposons que p est totalement décomposé i.e. il y a exactement deux idéaux
premiers distincts au-dessus de p et si 'un d’eux est noté p 'autre sera o(p).

Soit f € G,on a f(o(p)) =a(p) < o 'fo(p) = f(p) = p car G est abélien.

On retrouve bien que G, est indépendant de I'idéal choisi.

Soit f € G.
] p st f =1id
flo) = { olp) sif =0
Or comme p est totalement décomposé, on a p et o(p) distincts.
Donc G, = Id.

En résumé
- si p est inerte alors G, = G.
- si p est totalement décomposé alors G, = {Id}.

28



2.2.2 Groupe de Galois du corps résiduel et morphisme de Frobénius

On a les applications suivantes :

TN

Z— O —= CK
et
kerp =pNZ = pZ
Ainsi, on a
Z O
~ IR
pZ p

Le corps résiduel en p est un corps fini de cardinal N (p) et Gal(OTK,IFp) est un groupe
cyclique engendré par le Frobénius F'r : x — aP.

Propriété 3 (Description du groupe de Galois résiduel)

Dans le cas, p totalement décomposé % = pﬁz, donc le groupe de galois est trivial i.e.
Fr =1d.
Dans le cas ot p est inerte, on a OP—K = p%l;( qui est de cardinal p* et Fr est d’ordre 2
. s Ok . Z
égal a [Zf : 7.

Démonstration: :

La preuve se base sur le résultat suivant :

pOK = pit...ps" ol p;sont des idéaux premiers distincts deOg

Pour i € {1,.., 7}, e; désigne l'indice de ramification de p en p; et [(;}f : ];ZZ} = f; est le degré

résiduel de p en ;.

On a alors :
.

(K Q=) eif

=1

2.2.3 Construction de ’application d’Artin

Soit f € G, comme f(p) = p, on voit que f induit un automorphisme de OTK qui vérifie

f(a mod p) = f(z) mod p

De plus, f € Gal(OTK, %).
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Proposition 5

Pour p non ramifié dans K I'application :

Vi G, - Gal(%Z)

fo=

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration : :

Si p est totalement décomposé, il s’agit clairement du morphisme trivial qui est évidemment
un isomorphisme dans ce cas 1a.

Supposons maintenant que p est inerte.
On a :

ker(y) = {f € Gy\f = Id}
On veut montrer que ker 7 est trivial.
Soit f € ker(y), donc tel que :

f(z) =x mod p =pOgk Vx € Ok

Supposons que : f =0
On aurait donc :
o(xz) —x € pPOg = pZ + pZwy Vzx € Ok

En posant x = a + b wy, a,b € Z, on a o(x) = a+ b o(wy).

on aurait alors :
o(x) —x=0b (0(wg) —wq) € POk

Dans le cas o wy; = Vdie. d=2 ou 3 mod 4,

onao(z) —x=—2bVd.

De o(x) — x € pZ + pZwyg, il découle en particulier des calculs précédents que p divise 2b Vb € Z
ce qui implique, que la seule possibilité est que p = 2.

Or 2 est inerte si et seulement si d =5 mod 8 ce qui entraine que d = 1 mod 4.

Ceci étant impossible, f ne peut étre égal & o, donc f est 'identité.

Dans le cas ot wy = 1+T\/& i.e. d =1 mod 4,

on a o(x) —z = —bVd. Pour b= —1, Vd € pOg implique qu'il existe a’, b’ € Z tels que

Vd = pa’—i—pb’(lz‘/a)
= (pa' + %) + by

Donc pb' =2 et pa’ +1 = 0, ce qui est impossible. Donc f = id.
Donc « est une injection.
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On a montre que :

O
|G| = \Gal(TK./]Fp)\ = 2 si p est inerte.

~ est donc un isomorphisme.

Voici un résumé de ce que 'on vient d’établir :

Soit p non ramifié.
Il existe un unique automorphisme f € G tel que

Vo € Ok, f(z) =P mod p

(car pOg est le produit des idéaux premiers au-dessus de p).

On le note <KT\Q), c’est le Frobénius en p.

On a:
KT>@ =1Id < p totalement décomposé
KT\Q =0 < pinerte

On a en fait que :

(K—\@> (Vd) = e,Vd avec ¢, € {£1}

p
ol
e =1 si p est totalement décomposé < xp,(p mod D) =1
€, = —1 sipestinerte & Xpx(p mod Dg) = —1

(ceci par le théoréme 2).

Ceci met en évidence le lien avec (5)
On a :

€p = XD (p mod Dg) Vp 1t Dk
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On se donne un D =0 ou 1 mod 4 qui n’est pas un carré.

D peut alors étre considéré comme le discriminant d’un polynome irrédutible unitaire P
de degré 2 dans Z[X]

En effet,

si D = 0 mod 4 alors on peut choisir P = X? — 2.

si D =1 mod 4 alors on peut choisir X + X + =2,

Soit K le corps de rupture de P sur Q.

En fait, on a D = carré x Dg. Le carré est égal a [Og : Z[f]]?, ot 0 est une racine de P
dans K.

On pose alors :

a
Ip = {Z, a, beZ a, b >0 et a, b premier avec D}
On définit alors un morphisme de groupes appelé application d’Artin associée a D :
K
(ﬂ> : Ip — Gal(K\Q)

e~ (55

i b
ol les p; ne divisent pas D donc pas Dy i.e. les p; ne sont pas ramifié dans K et a; € Z.
On définit :

a
RD:{E | a, b€ Z a>0, b >0, a, b premier avec p,a =b mod D}
C’est un sous groupe de Ip.

On peut alors réécrire le théoréme 2. de la maniére suivante.

Théoréme 5

Le théoréme 2 pour D est équivalent a dire que 'application d’Artin est un morphisme
de groupes surjectif dont le noyau contient Rp.
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Démonstration: :

On pose Cp := ]% On a alors le diagramme suivant :

(=)

Ip Gal(K\Q) ~4~ {1}
:
CD ~ % XD
!
s
&J

XDy

ou les applications sont définies comme suit :

(K\Q> définie plus haut

Rp

X
Z
j. o oz

¢ Rp +—  (amod D)(bmod D)~*

X X
zZ zZ
()~ (#)
amodD +—  amod Dg
6.
XD €t XDy définie plus haut

On a xp = xp, ou car D/D et j est un isomorphisme de groupes.

L’assertion sur I’application d’Artin pour D et le théoréme 2 sont alors équivalentes tous les deux
a dire que le diagramme est un diagramme commutatif de morphismes de groupes surjectifs.
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2.3 Enoncé de la réciprocité d’Artin sur Q

Soit K une extension galoisienne de QQ, p un premier.
On rappelle ici quelques propriétés sur la décomposition des idéaux dans une extension
Galoisienne.

Ona : pOg = (p1...9y)°

pour des idéaux premiers distincts de Ok ayant tous le méme degré résiduel f et

efg=I[K:Q
De plus, I'action de G sur les {p;} est transitive.

Démonstration : -Voir le livre de Samuel-

Soit K/Q est une extension abélienne du groupe de Galois G.
Soit p un nombre premier.
On a donc :

POk = (P1...p,)¢ ol p; sont des idéaux premiers distincts de Ok

Soit G, := {f € G/f(p;) = p;} le stabilisateur de p, pour l'action de G sur les {p;} qui
est transitive : il ne dépend pas de i car G est abélien.

En effet, i # j, il existe 0 € G tel que o(p;) = p; car I'action de G sur p; est transitive.
On a donc :

_ -1 _
GPj - UGPiU - Gpi

car G est abélien.
Ainsi, on pose G, = G, : c’est le groupe de décomposition en p.
Ok Z
On a card (G,) = ef et ]Gal(TK, ﬁ)] =f.
Pour un idéal premier p contenant p, on peut définir :
o z
Gp — G_‘IZ(TK7 (ﬁ))

f = (f: xmodypw— f(x) modp)

Il s’agit d’un morphisme surjectif (pour la preuve de ce résultat voir le livre de Samuel).
Il n’est pas injectif en général. Le noyau est de cardinal % =e.
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On a en fait que p non ramifié est équivalent a e = 1 i.e. & G = Gal(OTK, }%) ou encore
|Gp| =/

De plus, Gal(OTK, z%) est cyclique engendré par F' : z — aP.

Si P non ramifié, il existe donc un unique élément (KT/Q) de G, qui s’envoie sur F'.

C’est I'unique automorphisme f dans G tel que

Vo € Ok, f(x)= 2P mod pOk

(f : z—2P).
Il s’agit du Frobénius en p.
Propriété 4

Soit K/Q une extension abélienne et p non ramifié dans K.

1. (KT/Q) engendre G, et est d’ordre f.

2. Si L est un sous corps de K, alors L/Q est aussi galoisienne donc abélienne. De

plus, p est non ramifié dans L et (L/T@) est la restriction a L de (%)

Démonstration: :

1. clair par ce qui a été fait précédemment, car I'isomorphisme G, — Gal(OTK,IFp) = (%Z)
envoie (KT{Q) sur (z — aP).

2. L/Q galoisienne implique que L est stable par (KT/Q)

Ceci entraine que la restriction o existe et est dans Gal(L/Q).
Vr € Oy, (U(m%m € Or N L par construction de (KT/Q)

Or Ok NL =0yg.

Donc Vz € Op, o(x) = 2P mod pOyp,

d’ou o = (L]/TQ)
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Par analogie avec le cas de corps quadratique sur QQ, on peut conjecturer les généralisations
suivantes du théoréme 5 :
Théoréme 6 ( Version faible)

Soit K/Q une extension abélienne de groupe de Galois G. La forme faible de la réci-
procité d’Artin dit qu’il existe D € N divisible par les premiers ramifiés dans K (ceux
qui divise le discriminant Dy ) tel que I'application d’Artin :

(W) . Ip — Gal(K\Q)
[0 = L (Kp\;@>ai

ott les p; ne divisent pas D et les «; € 7, est un morphisme de groupe dont le noyau
contient Rp.

Un tel D est dit "admissible" pour le corps K.

La réciprocité d’Artin pour D est équivalente a ’existence d’un morphisme surjectif
de (%)X = ]% sur G qui envoie p mod D (ou p est un premier ne divisant pas D)

sur (K/2).

Théoréme 7 (Version forte)

La version forte précise D : par exemple tel que les facteurs premiers de D soit exac-
tement les premiers ramifiés dans K ou D = Dy.

Remarque 1

Nous n’allons pas démontrer ces résultats subtils en toute généralité mais étudier
dans la suite quelques unes de leurs conséquences et voir en quoi ils constituent une
généralisation de la loi de réciprocité quadratique.

Exemple 2

1. Si K/Q est une extension quadratique, c’est fait avant.
Dans ce cas le discriminant est admissible.
2. Extension cyclotomique K = Q((,) ou ¢, = e
On définit le morphisme de groupe :
A (B — G
amodn — ¢,
ot ¢, est I'unique automorphisme K tel que ¢, — () ot a An = 1.

On a A, est injective et par I’égalité des cardinaux, c¢’est donc un isomorphisme
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de groupes.
On a

p ramifié = p/n
Si p1n alors (KT{Q)
Pour le corps cyclotomique K, on a Og = Z[(,).
Pour z € Ok, on ax =ag+aC? + ... + an_1C?" avec a; € Z
Donc

_ . , . . .
= ¢, ol ¢, est I'automorphisme qui envoie ¢, sur ¢?

Op(2) = ap + a1 + ... + a1 = (a0 + .. + a1 ¢V mod pOy
ot a; € Z (par le petit théoréme de Fermat).

K/Q)

6,(x) = a7 mod pZIG,] = 6, = (=

On a le diagramme commutatif suivant :

défini par :

(G = G) X (Gam G

/

(a mod n)(b mod n)~!

SlfS]

[SIS]

%m%

Ainsi R,, C ker((ﬂ)) en d’autres termes la réciprocité de Artin est vraie pour
D =n c’est a dire dans le cas cyclotomique.

En général n t Dy mais c¢’est vrai si n est minimal tel que K = Q((,). On
en déduit que la réciprocité d’Artin forte est vraie pour K un corps cycloto-
mique avec D = Dy : on compose simplement A, avec I'application naturelle

(pez)” — (&)™
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3

Conséquences sur la décompostion des nombres pre-
miers dans une extension abélienne de Q

3.1 Premiers totalements décomposés

Définition 2

Soit K/Q une extension galoisienne finie de degré n.

On dit que p nombre premier est totalement décomposé dans K si et seulement
si p Oy est produit de n idéaux premiers distincts,

c’est-a-dire sie = f =1 ou

e = indice de ramification de p
f = degré résiduel

On note S(K) ’ensemble défini par :

Si p est non ramifié, I'ordre de (

S(K) = {p premier totalement décomposé dans K}

KT/Q) est f. Donc la réciproque d’Artin donne immeédia-

tement le résultat suivant :
Théoréme 8

On suppose que K est une extension finie abélienne de Q.
1. Un nombre premier p est totalement décomposé dans K si et seulement p est

non ramifié (i.e. pt Dy) dans K et ( KT/@ > = 1d.

2. Soit D un entier admissible pour K.
Alors p € S(K) si et seulement pt D et p appartient au noyau de I'application
d’Artin associé a D.

3. Soit D un entier admissible pour K.
Alors il existe un sous groupe H de ( - )X tel que S(K) soit I'ensemble des
nombres premiers dont la classe modulo D appartient a H.
En particulier S(K) peut se décrire a 'aide de conditions de congruences.

Remarque 2

La propriété 3) caractérise en fait les extensions abéliennes de Q :
on peut montrer que si K/Q est finie galoisienne et s’il existe D € N tel que p € S(K)

si et seulement si p mod D est dans un sous-groupe de (%) ", alors K/Q est abélienne.
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Exemple 3
1. Soit K quadratique et D = Dy.

XDy (DLKZ)X — G
p mod Dg + (%)
Ainsi,
D
ker (Xpx) = {p mod K | (TK) =1}

On a que ici
Dk
S(K)=A{p | pt Dk tel que (?) =1}

Soit K = Q(v/2) et Dy = 8.

xs o () — {1}
lou7mod8 — 1
3oudbmod8 — —1

()=

Ker (xs) = {1 mod 8,7 mod 8}

2
<—>:2<:>p510u7m0d8
p

On a alors

et
S(K):={p|p=1mod8oup=Tmod 8}

2. Soit K = Q(¢,) et D =n.

lambda,, : (nZ—Z)X — G

amodn +— (G +— C%)
Ici,
Ker (A,) = {1 mod n}

et
S(K) :={p | p=1lmodn}
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3.2 Polynoémes totalement décomposés modulo un nombre pre-
mier

Soit P un polynome unitaire irréductible dans Z [X].

On suppose que le corps de décomposition K de P sur Q est aussi un corps de rupture
(ie [K : Q] = deg P =n) et que K/Q est abélienne.

Définition 3

On note S(p) I'ensemble des premiers p tels que P est totalement décomposé modulo
.

On dit que P est totalement décomposé modulo un nombre premier p si P mod p €
F, [X] admet n racines différents dans F,,.

On dit que P est non ramifié modulo p si P mod p € F, [X] est sans facteur carré :
cela équivaut a dire que p ne divise pas le discriminant D (P) € Z de P.

Théoréme 9 (Kummer-Dedekind)

Soit K/Q une extension finie galoisienne. Soit P irrédutible dans Z[X] unitaire et 6
une racine de P dans K tel que K = Q(0).
Alors Z[0] C Ok est Z-libre de rang n et alors,

D(P) = [Ox : Z|0]* x Dy.

Sip 1t [Ok : Z[6]], alors on a P mod p = Pf..P§ ot les P; € F,[X] sont irréductibles
unitaires distincts de méme degré f et pOk := pi...p; ot les p; sont les idéaux premiers
distincts définis par p; = (p, Pi(0)) (ou P, relévement de P; dans Z[X]), de méme degré
résiduel f.

Démonstration: :
Admise ( voir [N], Théoréme 4.33 )

Remarque 3

Pour un polynéme P € Z[X] vérifiant les hypothése précédente, le théoréme 9. dit que
sipt D(P), alors P mod p admet une racine dans z% équivaut a p € S(P).

Définition 4

On dit que p est exeptionnel si p | [Ok : Z(0)] (Cette définition est indépendante
du choix de 0).
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Théoréme 10
On a:

S(K) = S(P) + un nombre fini de premier exceptionnels.

De plus, si Dy est admissible pour K alors il existe H sous groupe de (ﬁ)X tel
que S(P) :={p | p mod D(P) € H}.

Démonstration: :
La preuve s’appuie sur la version forte du théoréme de Artin qui nous dit que :

) Z_\X Z_\X
A (D(P)Z) - (m) - Gadl(K/Q)
p mod D(P) +— pmod D+ (KT/Q)
est un morphisme de groupes bien défini car :

pADP)=1 =pADg =1

ptD(P) = pf Dk

On peut prendre H = ker(\).

Exemple 4

Cas cyclotomique :

On a dans ce cas P = ¢, K = Q((,), Ok = Z[(,]
S(P)=5EK)={p| p=1[n]}
Ce qui implique que I'on a pas de premier exeptionnel.

Cas quadratique :

Soit P = X? — 2¢? o1l q est premier différent de 1.

Soit
K =Q(v/2¢%) = Q(V2)
On a que
0= (V2¢?) = qv2
On a:
A Z@qZ\/Q C Z[V2] = Ok
et

Ok - ZI6)) = q
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D(P) =8 x ¢* =[Ok : Z[0))* Dk
En fait D = 8 et q est exeptionnel.

g€ S(K) <= qg=1ouTmodS8
g=3oubmod8= S(K)=S(P)={plp=lou? mod 8} car q ¢ S(K)

Siqg=1ouT7mod8 alors S(P) = S(K)\{q}-
On pourait envisager des cas ou S(P) = S(K) privé de plusieurs premiers, le principe
serait le méme.

3.3 Densité de S(K)

Rappelons le résultat classique suivant :

Théoréme 11 (Théoréme de Dirichlet)

Si a, b € Z sont premiers entre eux, donc il existe une infinité de premiers congrus a
a modulo b.

Ce théoréme et le théoréme de Artin entrainent que S(K) et S(P) sont des ensembles
infinis.

On peut méme aller au dela de cela et utiliser une version plus forte :

Théoréme 12 (Théoréme de Dirichlet, version forte)

Supposons que a, b sont des entiers premiers entre eux. Alors :

1
tp < (p premier)|p = a mod b} ~ o(b) "~ log x

Ceci entraine le théoréme des nombres premiers (en faisant bouger a) :

lorsque x — +00

L

t{p < z(p premier)} ~ lorsque x — 400

log x

#H{p<z(p premier)p=a mod b}
#{p<z(p premier)}

ﬁ quand r — 400.

Ainsi le rapport vers

Démonstration: :
voir Descombes [D], chapitre 8, théoréme 8.8.2 et 8.8.3.
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Théoréme 13 (Théoréme de densité)

Soit K/Q une extension abélienne, D admissible.

< ] € S(K 1
tHp < z(p premwr)lp 19} N quand & — oo
t{p < z(p premier)} (K : Q]
Démonstration: :
Soit H le noyau de 'application (DZZ) * — G On a donc :
i{p < x(p premier)|p € S(K)} Z #H{p < z|p=amod D
#H{p <z (p premier)} - #H{p < x (ppremier)}
i{p<z|p=a mod D
Or ey} = 3oy nand = — +oo.
Par suite )
Hp < alp premier)p € SO} || __|H 11
H < o(p premien)} 2D (&) 16K Q
(3)" oc
car ~Pr— =

3.4 Lien avec le théoréme de Kronecker-Weber

Théoréme 14

On suppose que la réciprocité d’Artin vraie pour des extensions abéliennes K, L, et
K.L de Q. Alors :

1. S(K) c S(L) a un nombre fini de premiers prés < L C K.
2. S(K)= S(L) a un nombre fini de premier prés < L = K

Démonstration: :
Il est clair que 1. = 2. double inclusion.
Preuve du 1.
LCKse KL=K
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Démonstration: :
Comme K et L extensions galoisiennes de Q (corps de décomposition d’un polynéme de Q[X]),
on a donc que K.L est une extension galoisienne de Q.

N
Ny

Gal(K.L,Q) — Gal(K, Q) x Gal(L, Q)
g = (9|K,9|L)

ou g|K est la restriction de g & K et g|L est la restriction de g a L.
Cette application est injective car g est déterminé par ses restrictions a K et & L.

On a d’abord le résultat suivant :
Résultat 1

p premier non ramifié dans L et K < p non ramifié dans K.L.

Démonstration: :
< clair par la mutiplicativité des indices de ramifications.
= voir : [N], Proposition 4.25, Corollaire 1.

p est totalement décomposé dans K et L = p est non ramifié dans K.L et (%/Q) = 1id car ses
restrictions a K et L sont triviales ce qui implique que p est totalement décomposé dans K.L.
On a donc que :

S(K)nS(L)c S(KL)

Réciproquement, considérons un p totalement décomposé dans K.L alors p est totalement dé-
composé dans K et L.
car

{ 6K/€K.L =1
fr/fkr =1

De méme pour L.
Donc S(K.L) C S(K)NS(L).

Supposons que S(K) C S(L) & un nombre fini de premier prés : on a donc S(K.L) = S(K) par
le lemme 3.

Le théoréeme de densité des premiers totalement décomposés appliqué & K.L, nous donne une
densité de m pour S(K.L).

Le théoréme de densité des premiers totalement décomposés appliqué & K, nous donne une den-
sité de m pour S(K).

Comme les ensembles sont les mémes, on a égalité des densités.

44



Ce qui implique que [K.L: Q] = [K : Q]
OrKCKL=KL=K=LCK
Si L C K, p est totalement décomposé dans K = p est totalement décomposé dans L car er/ex

et fr/fK.
Autrement dit, L C K entraine que S(K) C S(L).

Conséquence 1

Soit K/Q finie abélienne et D admissible pour K.
La réciprocité de Artin entraine que S(K) contient les premiers congrus a 1 modulo
2411

D, d'ou S(K) D S(Q(e™m)). |
Le théoréme 2. implique que K C Q(e’d).

Ainsi le théoréme de Artin entraine le théoréme de Kronecker-Weber :

Théoréme 15 (Théoréme de Kronecker- Weber)

Toute extension abélienne de QQ est contenue dans une extension cyclotomique Q.

Exemple 5 (Etude du cas quadratique a la main)

On peut vérifier que dans le cas d’un corps quadratique, on a bien le théoréme de
Kronecker-Weber sans utiliser la réciprocité de Artin : )
Soit p un nombre premier avec p > 3. On pose p* = (—1)%]9.

L 211

On a que \/p* € Q(e%) car (Z1§a§p—1 (%)e P “)2 = p* (calcul identique a celui dans
la preuve de la réciprocité quadratique).

Donc -
Q(vp) C Qe>)
Or Q(v—1) = Q(i) et Q(v/2) C Q(e™5).

On en déduit alors facilement que pour p nombre premier Q(,/p) et Q(v/—1) sont
inclus dans une extension cyclotomique de Q, puis que c’est vrai pour Q(\/E)

On peut méme montrer que K = Q(v/d) C Q(e%).
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4 La réciprocités de Artin pour les extensions admis-

sibles de Q

4.1 Rappels sur les corps cyclotomiques

Théoréme 16 (admis)

2im

Soit n > 1 un entier et (;, = e € C, K, =Q(¢,) C D.
L Kn N Km — Rpged(m,n) et KnKm = K ppermm,n POUT TN, T > 1.
Ok, = Z1[Cn).

Discriminant de K,, vaut

nen)
)
Hp | n P

ot ¢ est I'indicatrice d’euler.
p est ramifié dans K,, < p | n sauf sin =2 mod 4 (K, = K» dans ce cas).

p totalement décomposé dans K < p =1 (n).

(7z)" — Gal (K,/Q)
a (modn) — @,: Cn > (2

est un isomorphisme

Démonstration : :
Voir [N] théoréeme 4.27

4.2 Extensions admissibles de QQ

Définition 5
Une extension K de QQ contenue dans C est dite admissible s’il existe un n > 1 tel

que K C K,, = Q((,)-

Le plus petit entier n > 1 tel que K C k, est alors appelé le conducteur de K, noté
Ok.

Notons A I’ensemble des extensions admissibles de Q contenues dans C.

A est stable par intersection et compositum.
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Proposition 6 (Propriétés du conducteur)
Soit K/Q et L/Q admissibles.
1. Si K C K, alors 0k | n.
2. Sknr|pged (0, O1) et dk., = ppem (0x, 0r).
3. Un nombre premier p est ramifié dans k < p|ok.

Démonstration: :
1. et 2. découle facilemenent du théoréme 16.
Prouvons le 3.
Rappel : _
Considérons K,, = Q(e%)
Le conducteur de K, varie suivant n.
pln sin#2mod4
( Dans ce cas, n est le conducteur deK,,)
pl| 5 sin=2modd
( Dans ce cas,K; = Kzet le conducteur deKyest égal a%)

On a p ramifié dans K,, &

2411

Ksye = @(e 6K)

K

Q

Le conducteur de Kj, est dx par définition du conducteur de K.

= Supposons que p est ramifié dans K.

On a donc que p est ramifié dans K, . Ce qui implique que p | 0x (théoréme 16).

< Supposons que p est tel que p | 0 : I = p®m avec m premier & p, a > 1 et si p = 2 alors
a>2 (g #2 mod 4).

Supposons p non ramifié dans K, : on a donc que p est non ramifié dans K.K,,.

Q ¢ K C KK, C Ks
U
Kpa
Q C Kpe. On cherche I'indice de ramification en p.
Il est en fait égal a ¢(p®).

p Ok o = Pi...p
En fait, ici
P OKpa — p¢>(P )

ou
211 2411

p=(p e 1) = (e —1)
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On peut appliquer ici le théoréme de Dédekind a K« avec ®pa.

2711
L’anneau des entiers de Kj« est Zle »* ] ( ceci implique que il n’y a pas de premier exeptionnel
dans ce cas).
P OK,o = p1...pg et ®pa mod p = (f1 mod p)°...(f, mod p)*

2411

ou f; € Z[X] unitaire tel que f; mod p irréductibles distincts dans F,[X] et p; = (p, fi(e 7))
On a

Dpo = XP" 0D 4 X1 =B (XPT)
Si on regarde ®,« modulo p, on a par le petit théoréme de Fermat :

1

®pa mod p = (®, mod p)P"
®, mod p = (X — 1)P~! dans F,[X]

car
XP —1= (X —1)®ydans Z[X]et modulo p, X —1= (X —1)".

Donc ®pa mod p = (X — 1)%?*) dans F,[X]
On a donc e = p(p?) et g = 1.

2ill 2411
De plus, p1 = (p, e?® —1) = (e?* —1)
car

2:11 2311 2iIIx k
p=Pp(l) = H (1—er)=(1—er) H (1—e »*

1<k<p°pfk 1<k<papfkk#1

2411 2411
Donc (e?»* — 1) | p dans Zle »* |
On en déduit que ¢(p®) divise I'indice de ramification de p dans K,

Ks,.
K.K,,
#(0K)
K,
N
) p(m)
/

Si p est un idéal premier au dessus de p dans K.K,, alors I'indice de ramification de p dans K,
est 'indice de ramification de p dans Kj, car p non ramifi¢ dans K.kK,,.
(%) o
Ona:p(p?) < [Ks : K.Kp] = [?ﬁ?m?i] = KRR = [K.;?,(f; )Km}
Donc [K.K,, 1 Ky =1= K.K,;, =K, = K C K.
On aboutit a une contradiction de la définition de d.
Donc p est ramifié dans K.

C’est ce qu'il fallait démontrer.
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Exemple 6

Soit p nombre premier, avec p > 3, et K = Q(/p*)
Donc K C K,,.

0k | p=0x=1oup

donc 6 = p car \/p*x ¢ Q.

Q(v/P)

Sip=petp=1mod 4= dx=p
Sip*=—petp=3mod4 .

K =Q(yp) = QWP € Q, vFF) C Qlice ) C Ky

Dy =4p, 0k | 4p = 0k = 2p ou 4p

Kgp = Kp car K2 = Q, dou KQKp = Kgp = Kp.

= 0k # 2p car p est plus petit que 2p.

donc 6 = 4p = Dg.

Og(i) = 4 et 0g(/z) = 8

On peut montrer, plus généralement, que si K est quadratique sur Q, alors i = |D|
(le raisonnement de la fin de la partie 3, montre que 0k /Dk).

_ ¢ | n sin#2mod4
K_K"'(sK_{ L sin =2mod 4
Considérons n = p®, p >3 et m = p°, B < a et ¢(p°) = ¢(p®) = a = 3
— By _ o a = Bou
sip=2, o) =pzy={ 2200,
Ceci implique la formule pour dx, si n = p® avec p premier.
Dans le cas général : K, = Ko1...Kjr ot n = py*..py" (théoréme 16), puis on utilise

le fait que 6 = ppem(x o,) = [[ 0k o, =1 ou 3.
P, P,

On voit dans cet exemple une 5K/DKZ si K = K,,, en utilisant la formule sur le discri-
minant de K.

C’est vrai pour K admissible quelconque (pas évident).

Le lecteur intéressé par une preuve pourra se référer a [N], Proposition 8.7.
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4.3 Théorie du corps des classes pour les extensions admissibles
de Q

But :

Soit K /Q est une extension admissible contenue dans C

Décrire I'arithmétique de K a I'aide de notions venant de Z en I'occurence des congruences
modulo des nombres premiers.

La théorie du corps de classes pour les extensions admissibles de Q (en fait abéliennes de
Q par Kronecher-Weber) constitue le résultat suivant :

Théoréme 17

Soit K une extension admissible de Q contenue dans C et D un entier > 1 tel que
Q (62%> D K.

L’entier D est donc divisible par les premiers ramifiés dans K et exactement par eux
si on prend pour D le conducteur de K.

1. Réciprocité d’Artin :
D est admissible pour K et 'application d’Artin Ip — Gal (K/Q) induit donc

un morphisme surjectif de ®p : (A)X — Gal (K/Q) envoyant p mod D sur

DZ
K
(%) pour p{ D.

2. Loi de décomposition des premiers non ramifiés dans K.
Soit p € P premier avec D et notons I'p (K) = Ker®p.
pOxk = p1..py avec p; des idéaux premiers différents de Ok.
Soit f le degré résiduel commun des p;.

Alors

f = + petit entier k > 1 tel que p* mod D € T'p (K)

g= [K:fQ}
En particulier, p premier totalement dcompos dans K < p mod D € I'p (K)
et pour D = conducteur i : p € S(K) < p mod ik € I's,. (K).

3. Théoréme d’existence :
z

Soit D > 1 entier quelquonque H sous groupe de (m)x, il existe une unique

extension admissible de K contenue dans C telle que D est admissible pour K
(GH fait K C KD) et FD(K) = H.
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Démonstration : :
1.

ol Ap est un isomorphisme et y est 'application de Artin pour Kp est surjective, de noyau Rp.
Soit

Ip
Ip
Rp
{
{
v
(%)X ~—> Gal(Kp/Q) — Gal(K/Q)
défini par :
p
p Rp
;
v D Kp/Q K/Q
p mod (=57) —(57)
Gal(Kp/Q) — Gal(K/Q)
g —  g|K (restriction g a K)
KeKp

L’application ®p : (%)X — Gal(Kp/Q) — Gal(K/Q) est surjective mais pas injective.
Le noyau de cette application ®p est le sous-groupe de (%) " qui correspond a Gal(Kp, K) par
Iisomorphisme Ap et Rp C H := ker(Ip — Gal(K/Q).

o Z \x

2 ker[ ) Gal(K

Ry = Ferlng) al(K/Q)

L’application d’Artin pour K et D : Ip — Gal(K/Q) est surjective comme composée de surjec-
tions et le noyau contient Rp.

Donc, D est edmissible pour K.

(£2)

I'p(K)

>~

2. f = ordre de K/QY qans Gal(K Q) & f = ordre de la classe de p mod D dans
P

Gal(K/Q). L’isomorphisme découle de 1.
Preuve du 3.

D—)KD
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Ecrire Artin pour Kp.

(72)" ' Gal(K/Q)
U
H ~o H' sous groupe de Gal(Kp/Q)

Posons K := K" . on a Gal(Kp/K) = H' =, H.
par la preuve du 1., ce corps convient : K C Kp = D admissible pour K et on a I'p(K) = H.
Unicité de K :
On a S(K) = {p premier/p mod D € H} a un nombre fini de premiers pres.
Or le théoréeme 14. est vraie pour les extensions admissible de Q car A est stable par compositum
et la réciprocité d’Artin est vraie pour les extensions admissible de Q.
[ |

Remarque 4
Le conducteur de K est le pged des entiers D > 1 qui sont admissibles pour K.

Conséquence 2

Le théoréme de Kronecker-Weber implique la réciprocité d’Artin.
Ces deux théoréme sont donc équivalent.

Pour une preuve du théoréme de Kronecker-Weber (n’utilisant pas la réciprocité d’Artin),
on pourra consulter [N], théoréme 6.18.
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5 Un exemple : étude des sous corps de K; = @(e@>

. 2iI1
On notera dans la suite (7 :=e77 .

A (2) =L —~ Gal(K;/Q)
a mod 7 = ((— (%) =9,

On a que % a exactement 4 sous-groupes cycliques d’ordre 1, 2, 3, 6) qui induisent, par

la théorie de Galois, les 4 sous extensions K de K7/Q de degré sur Q : 6, 3, 2, 1.

Si [K : Q] =1 alors K = Q (rien a faire).

Si [K : Q] =6 alors K = K7 (déja étudier, cas cyclotomique).

Si [K : Q] =3 alors K = Q(cos 2) (déja étudier, cas cyclotomique).

On pose a := 2cos g = (7 + ¢ 1 On a alors que le polynome minimal de o sur Q est :

foo=X"+X*-2X—-1=P

Les autres racines de P sont les images de « par les différents automorphismes de K7. On
a ainsi que les deux autres racines sont :

G+¢o = =2
G+ = a’=3a

On a que :
D(P) =[Ok : Z[a]]?Dyg = D(P) =49 = Dg = Ok = Z[a]

en effet, les D ne peut étre égal & un car sinon on aurai = onc il n’y a pas de
ffet, les D t étre égal a i it K D il n’y d
premier exceptionnel par P.

i.e. S(K) = S(P).
Pour p # 7 : p non ramifié dans K.

On a : % K
(ﬂ) = restriction aK de (ﬂ>
D p

On a que « engendre K/Q donc (KT@) est déterminé par sa valeur en o donc par ®,(«)

= restriction de ¢, a K.

p=xlmod7 : ®(a)=a:
p=+2mod7 : P(a)=a*—2: (K/Q):
p=43mod7 : Pla)=a

Avec Gal(K/Q) =< o>~ Zotio : arra®?—2eto? : ar o’ —3a.

3Z
On retrouve la surjectivité de 'application (%) * = Gal(K/Q) induite par la réciprocité
d’Artin. Le noyau de cette application est : {£1 mod T}.
On a:

S(K) = {p premier/ p = +1 mod 7} = S(P)
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De plus,

Z
{p premier /| P mod p admet une racine dans —Z} = {7} US(P).
p

Si p = 7 alors par Dedekind, comme dans ce cas la p est non exceptionnel, on a 2 mod 7
est une racine triple du polynome.

Si [K:Q]=2alors K =Q(V7) =Q(v-T7) C Kr.
Ona D = —T7. Pour p# 7, 0n a:

E) ~ (T et v = (VT

b p b

On cherche & exprimer y/—7 en fonction de (5.
On a a nouveau 4 'aide des sommes de Gauss :

Posons S'= 3, . (%)ef.
On a:y(8) =32, (3)G7 = (8)S et ¢,(5) = (31)S.
Py _ (TN T

pone (2 = (Ty = (1)

c’est le cas particulier de la réciprocité quadratique. Et ¢, = (1—7’) :

wp=1ssip=1, 4, 6 mod7.
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Conclusion

La loi de réciprocité quadratique comme nous ’avons vu peut prendre différentes formes
toutes aussi intéressantes et pleines d’intéret.

Nous avons pu voir comment a partir d’'une loi de réciprocité pour résoudre le probléme
d’existence de carré modulo un nombre premier, c’est a dire le probléme de résolution
d’équation du type X? —a = 0 dans F,, on pouvait s'interressait a un polynome plus
général et établir s’il avait des racines ou méme mieux s’il était totalement décomposé.
Sans oublier que ’on a pu montrer que la réciprocité d’Artin i.e. la traduction en termes
de morphisme de la loi de réciprocité de départ étendu a des extension abélienne était
équivalente au théoréeme de Kronecker-Weber qui, je rappelle, dit que toute extension
abélienne de Q est inclue dans une extension cyclotomique.

Nous avons ici trois aspect de la loi de réciprocité quadratique :

— la recherche des carrés modulo un premier.

— la donnée d’un morphisme en lien avec la décomposition des idéaux et des polyndomes.
— le théoréme de Kronecker-Weber.
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