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Références : [LZ01].

1 Cadre
Modele Disque Demi-plan
Espace {zeC| |z| <1} {weC | S(w) >0}
(o 2 |dz| |dz|
Métrique 5 —
1—|z| Yy
e . -z aw+b
[sométries directes Z— e w —
1+ iz cw+d
Bord a l'infini St R U {oo}
Géodésiques droites passant par 0 droites verticales
arcs tangents a S! arcs tangents a R
) 9 82 82 ) 82 32
Laplacien Ap =4(1-[z]%) (@ + 8_y2) Ag =y <@ + 8_3/2>
: 1— |z’ S(w) 2
Noyau de Poisson P(z,¢) = 5 P(w,p) = ———= (14 ¢°)
|z = ¢ w — ¢
P(w,0) = S(w)
Utilité Géométrie Analyse

Le groupe des transformations de Mobius s’identife a PSL(2,R). Si I' < PSL(2,R) est
fuchsien (discret), il agit proprement discontiniiment sur D et on peut considérer le quotient
D/T. T est dit cocompact (resp. cofini) si ce quotient est compact (resp. de volume fini). Ce
quotient peut étre représenté par un domaine fondamental de Dirichlet qui est un polygone
géodésique a 2n cotés associés par paires par un systeme de générateurs de T.

Pour I' = PSL(2,7Z), on obtient la surface modulaire. S = (O _01) et T = (1 1)

1 0 1
engendrent PSL(2,7). On notera aussi U = T'S.
D’autres notations courantes : C' = C\ R_,0 = R(s), \s = —s(1 — s).

2 Protagonistes

2.1 Fonctions holomorphes périodiques

Définition 2.1.1. Soit 2 C C globalement invariant par T : z — z + 1. f : Q@ — C est dite
périodique lorsqu’elle est T-invariante. On note P(2) I'espace des fonctions périodiques sur €.

Si (A,)n>1 est une suite de complexes a croissance polyndmiale, on peut définir une fonction
holomorphe périodique sur C \ R par :

F(A) : C\R — C
Zns_%Ane%mz si §(z) >0
n>1
1 .
= T A, s S (2) < 0

n>1
2.2 Formes automorphes, modulaires, de cusp, de Maass
Soit f: H — C.

a b

i eys . . B Lk az+b
Définition 2.2.1 (Slash action). Si vy = (c d)’ (fley)(z) = (cz+d)~"f (cz n d)'
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2.3 SERIES L

Définition 2.2.2 (Fonction automorphe, modulaire). f est une fonction automorphe (resp.
modulaire) de poids k lorsque : Vy € I', flyy = f (resp. I' = PSL(2,7Z)).

Définition 2.2.3 (Forme automorphe, modulaire). f est une forme automorphe (resp. modu-
laire) de poids k lorsque c’est une fonction automorphe (resp. modulaire) de poids k£ méromorphe
sur H et en chaque cusp.

Définition 2.2.4 (Forme de cusp). f est une forme de cusp de poids k lorsque c’est une forme
automorphe de poids k£ qui s’annule en tout cusp.

Définition 2.2.5 (Forme de Maass). f est une forme de Maass de poids k et de parameétre s
lorsque c’est une fonction modulaire de poids k, As-vecteur propre de Ay, et telle que f(z) =
O oo(y=) pour un A > 0.

Les formes de Maass n’existent que pour R(s) = % On note M l'espace des formes de
Maass modulaires de poids 0 et de parametre s. Il est conjecturé que dim M, < 1.

Si (An)nzo est une suite de complexes a croissance polynomiale, on peut lui associer une
forme de Maass modulaire de poids 0 et de parametre s par :

U(A) : H —- C
z=x+1iy — \/gz AnKs_%(Qﬂ' n| y)e?min
n#0

2.3 Séries L

Définition 2.3.1. Soit (A,),>1 suite de complexes a croissance polynomiale. On appelle série
L de coefficients (A,,) la série

L(A):pHZ%

n>1

qui converge dans un certain demi-plan R(p) > A.

Ces séries ont souvent une équation fonctionnelle qui relie L(z) et L(1 — z).

2.4 Equations fonctionnelles

Définition 2.4.1.

FEL(Q) = {mp@ [ 0() = v+ 1)+ (1) (il)}

Lemme 2.4.2. 7:¢ € FE,(Q) — (¢7 : 2+ 2729 (1)) est une involution de FE;.

Par conséquent, ses valeurs propres sont —1 et 1.
On peut aussi se donner des versions paires et impaires de cette équation :

Définition 2.4.3.

1
FEF(Q) = {w;Q—@ | () = (2 +1) £ 27 (ZJZr )}
Proposition 2.4.4. FE, = FEf @ FE; .

PREUVE : Si ¢ € FEE, 4 est 7-(anti)invariant (car le second membre de 1'équation fonction-
nelle (im)paire l'est). On remplace alors 1 par +17 et 2257 (%1) par (z+1)72%¢ (z_-ZH) |
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2.4 EQUATIONS FONCTIONNELLES

Exemples :
-z 1—2"%¢ FE_((C')M;
1 oo
— - — = R
Zr—>m21 (mz+n)? sz:; m225 Z ) pour R(s) >

Ces équations ont beaucoup de solutions. On doit se donner des conditions de croissance au
bord pour avoir un espace des solutions de dimension finie.
On note alors :

FE{Ry) = {0 € FE(R,) | t(x) = 0y (&7 ™" 12) () = 0y (@™ 12}

S (14 ]PA) s R(z) <
FEJ(C) =34 € FE(C) | ¢(z2) < q 1 s13%()>o\z|<1
2|77 si R(z) >0,]z| <1

Des qu’on affaiblit ces condtions de croissance, beaucoup de nouvelles solutions arrivent.

Par exemple, pour o = %,

din{u € FER) | 0(a) = 00 () 9(0) = 01} | = o6
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3 Correspondance de Lewis-Zagier
On rappelle que la transformée de Mellin de f : R, — C est donnée par
M[f] : C - C
. / Fly)y™dy
Son inverse s’obtient pour C suffisamment grand par
Mg R - C

y = e g(p)y~"dp
R(p)

On pose :

3.1 Enoncé

Théoréme 3.1.1. Soit s € C avec R(s) > 0. On peut mettre en bijection les objets sui-
vants :

(1) une forme de Maass u de paramétre s (de poids 0);

(11) une paire de séries L (Lo, L1) convergeant dans un certain demi-plan, telles que pour e €
{0;1}, LE(p) = vs(p+¢)L:(p) soit entiéres d’ordre fini et satisfassent LE(1 — p) = (—1)°Li(p).
(iii) f € P(C\R), majorée par |3(2)|~" pour un A > 0, telle que A=(f) se prolonge holomor-
phiquement o C' et est majorée par min{1,|z|~>"}.

() € FEX(C).

3.2 Relation formelle entre (iii) et (iv)

Lemme 3.2.1. A~ o A" =id SST c,(s)c_(s) =1 — e,

PREUVE :
A"ATp(2) = m [(Wz) + 27 (_71)) -z (1/1 <_71> + (;) _QSID(Z))]
_ ;(;)—iz)w(z).

On peut prendre ¢_(s) = (1 S) et cp(s) = { e
e

Lemme 3.2.2.
(i) AT (FEs(H)) C P(H) ;
(i) A= (P(H)) C FE,(H).
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3.3 INVARIANCE SUIVANT T’

PREUVE : Si ¢ € FE,(H), ¥(z +1) —(2) + (2 + 1)"**¢ (Z) est identiquement nulle donc

—(z+ 1) [w (%‘Fl)—w(zll)

= [p -0 + 0 (27)
¢<z—7—1>_w< _+11 <

= [wz )+ ()Y (Z; . ] - {zﬁ(z) +27 <_—1)}

et ainsi AT () est périodique.
Si maintenant f € P(H),

—(z+1)7%

Af()=A_flz+1) = (z4+1)>A_f (Z - )

m 1 >>—<f<z_+1> o (25)
f z+1 (z-zu) f<_1_§)>]

3.3 Invariance suivant 7T

Lemme 3.3.1. On a bijection entre :

(i) les solutions périodiques de Agu = —s(1 — s)u telles que u(x + iy) = O(y?) avec A <
min(o,1 —o0);

(i1) les paires de séries L convergeant pour R(z) > C';

(ii1) les fonctions holomorphes périodiques sur C\ R satisfaisant f(z) = O <|%(z)|_’4).

3.3.1 Approche par Fourier

\/—ZA K 27r]n]y) 2minx

n#0
Ape=A,+(-1)FA_,
L.=L(A,)
f=F(A).

VINCENT PIT



3.4 (i) < (i)

3.3.2 Approche par Mellin

On pose uy(y) = \/iyu(zy) et up(y) = %%(iy).

Lemme 3.3.2. Avec les notations précédentes :
(i) Lz(p) = Muc](p) ;
(ii) 2m) T (p)Le(p — 5 + 3) = M[f(i.) = (=1)°f(=i.)](p)-

[e.9]

PREUVE : u.(y) = Z(ny)aAn@KS_%(any).
M(e)(p) = (27) 7T (p). .

3.4 (i) < (i)

Si u est un Ag-vecteur propre de Ay, v : z — u(z) — u (_71) aussi. Cette fonction est donc
identiquement nulle SST elle s’annule au second ordre sur I'axe imaginaire. Ceci équivaut a
demander que u, <$) = (—1)°yu.(y). On utilise alors que L*(p) = M[u.|(p) pour en déduire
v =0 8SI L1~ p) = (—1FL:(p).

Réciproquement, on utilise la transformée de Mellin inverse mais on a besoin d’estimer

la croissance de L? sur les bandes verticales. On utilise pour cela le théoreme de Phragmén-
Lindelof.

3.5 (i) = (id)
Comme les (A,,) sont a croissance polynomiale, f vérifie la condition de décroissance a

Iinfini. Il reste & montrer que f(z) —z72f (_71) = A_f(z) se prolonge analytiquement de C\ R
aC'.

Lemme 3.5.1.
sinms p+1 2s —p+1 1
A f(z) = 2278 [F r Li(p—s+ =
f(2) Py /m e ( 5 ) ( 5 olp = s+

. P 25 —p . 17
—Z7TF<§>F( 5 )Ll(p—s+§]z Pdp

PREUVE : On calcule la transformée de Mellin de f(=i.). |
3.6 (iii) = (iv)
1 est donnée par la relation formelle, et I'estimée en découle.

3.7 (iv) = (i)

D’apres l'invariance selon 7', les LY existent. Reste a monter qu’elles vérifie I’équation fonc-
tionnelle, qu’elles sont entieres et d’ordre fini.

Pour I’équation, on regarde la transformée de Mellin de 1. Les estimées sur sa croissance
impliquement que M [)] converge sur 0 < R(p) < 20 et qu'on peut tourner 1’axe d’intégration :

- o . p—1 _ P o L p—1
Z/o Y(iy)y” dy =1 /O%D( iy)y” dy

On remplace alors par f et on calcule.
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4 Bootstrap

Théoréme 4.0.1. Soit s de partie réelle strictement positive. Toute solution 1 € FE*(RT) se
prolonge en un élément de FE*(C').

5 Les fonctions périodes comme...

5.1 ...intégrales d’une 1-forme
5.1.1 Forme de Green

Définition 5.1.1. Soient u, v deux fonctions C* sur ID. On appelle crochet de Green la 1-forme

différentielle 3 3 3 5
u v v u
{u,v}(z) = (v@ - u8_y> dx + (ua—x — Ug—x) dy.

Proposition 5.1.2. Vy € PSL(2,R), {uo~vy,voy}(2) = {u,v}(v(2));

0z
Définition 5.1.3. (vecteur normal sortant) n = —

or

Proposition 5.1.4. Si %(z) = Du(z)n, alors {u,v} = (Ug_z B ug_:i) 12_|d‘j|2.

D’apres la formule de Green,

//Q(UAU _ um)d‘ry@d‘y _ /m{u,v}. (1)

Proposition 5.1.5. Si u et v sont vecteurs propres de A pour la méme valeur propre, alors
{u,v} est fermée.

5.1.2 Puzzle
e
On pose R¢(z) = L)Q
-]
Proposition 5.1.6.
1) R:(z) est un Ag-vecteur propre de Ay ;
¢
* %

(i) ¥ = ( d) R (%) = (e + dY*R(2).

100

Définition 5.1.7. V[u|(¢) = i {u, RE}(2).

7" (00)
Les isométries v € PSL(2,R) agissent sur V[u] par v V[u| = / {u, RE}(2).
771(0)

Théoréme 5.1.8. Vy € PSL(2,R),uovy =u= vx¥[ul(¢) = (cC +d)">U[u]((¢).
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5.2 ...TEST D’UNE DISTRIBUTION A L’INFINI

5.2 ...test d’une distribution a l’infini

_ 252 at+b
avec U(t) = |ct +d|”°U <ct—|—d)‘

6 Fonctions et polynomes de périodes

Soit { > 1.

Définition 6.0.1. Soit f une forme de cusp de poids 2k : f = Z an€*™™*. On appelle poly-
n=1

nome de période de f le polynome r; € Cor_o[X] donné par une des expressions équivalentes

suivantes :

. r 27 (- NS = an 2minz 44 lynk
(i) rp(z) = Cy <f(z) — k2 (71)) (z € H) ot f(z) = Zl —TC est l’intégrale d’Eichler
de f; }

(i) rp(X) = C, i F)y — X)*2dy;
(i) rp (X) = €7 3 %L(axr L)X

r=0

Soient
Poy_g ={p € Cop2[X]| | Vy € PSL(2,Z),pla—2x7 = p}

et
Wak—a = {p € Py | pl(1+5) =0,p|(1+ U +U?) =0}

Théoréme 6.0.2.
(i) Wop—o C FE1_y;
(ZZ) Si k> 1, FE ngk,Q[X] C Waor_s.
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