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Equations différentielles et calcul différentiel
TD 3 - Exponentielles de matrices

Exercice 1 (Pendule pesant - niveau 1). On considére la matrice :

a=(1 %)

1. Déterminer le polynome caractéristique de A.
2. Calculer €4, pour tout t € R.
3. En déduire la solution du probléme de Cauchy

avec la condition initiale 2(0) = 0,y(0) = 0.

4. Déterminer 'ensemble des solutions de

Exercice 2. Calculer ¢! A pour chacune des matrices suivantes :

2 0 3 2 21 0 1 3 1
0 -3 4 1 0 2 -9 6 -1 1
Exercice 3 (Exponentielles sans douleur).

1. Soit A € My(R), montrer qu’il existe deux fonctions a,b: R — R telles que
etA = atA + bt, vVt € R.

2. Déterminer a et b lorsque les deux valeurs propres sont distinctes.
3. Si A posséde une valeur propre double, A, montrer que 4 = e [T + (A — \I)].

4. Généraliser aux matrices, de dimension n, vérifiant (A — AI)" = 0.

Exercice 4.

1. Trouver des matices A et B telles que AP = e4eB.

2. Sous quelle condition a-t-on eA*? = e4eP



Exercice 5. Soit a, b, c,d € R. On considére le systéme :

Z'(t) = ax(t) + by(t)
(%) { () = calt) + dy()

1. Donner une solution évidente de (.5).

- (24)

i) Exprimer le detreminant et la trace de A en fonction de ses valeurs propres.

2. On pose

ii) Que peut-on dire des valeurs propres de A si det(A) > 07
iii) Que peut-on dire des valeurs propres de A si det(A) > 0 et Tr(A) <07

3. En déduire que si det(A) > 0 et Tr(A) < 0, alors toute solution de (S5) converge
vers (0,0) quand ¢ — +oo0.

Exercice 6. Calculer e'* pour chacune des matrices suivantes :

000 210 0O 1 0 4 2 0 2 -1 2
100 0 21 0 -2 =5 1 5 -1 10 =5 7
1 01 0 0 2 0 1 2 -1 1 5 4 =2 2

Exercice 7. Résoudre le systéme suivant :
x y(t) + 2(t) + ¢
y(t)=a(t) +e
2 x(t) + y(t) + 2(¢)
Exercice 8. Résoudre I'équation différentielle :
® — 22" — o' + 22 = 0.

Exercice 9. On considére I’équation différentielle :

(B) a®W —2:® 422" — 22" 4+ 2=0

1. Transformer cette équation d’ordre 4 en une équation d’ordre 1 X' = AX avec

A une matrice A & définir.

2. Trigonaliser A et calculer e*4.

3. Donner I'ensemble des solution de (£).



