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Equations différentielles et calcul différentiel
Feuille 6 - Probléemes d’existence et d’unicité

Exercice 2.2.39. On envisage ’équation différentielle sur R, :
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y(0) =0

On va montrer U'existence et 'unicité de la solution & cette équation (cette solution
n’est pas exprimable a I’aide de fonction élémentaire).

i. (Préliminaire) Démonter I'inégalité suivante : Va,b,c € Ry, avecc > b, vVa? 4 ¢2—

va2+b2<c—b.

ii. (Existence - théorique) Que le Théoréme de Cauchy-Péano nous permet-il de dire
sur cette équation différentielle 7

ili. (Existence - construction) On définit la suite (f,,) de fonction sur R, par fy(z) =0
et pour n > 1,

fula) = / NI

(a) Montrer que pour n > 1, f, est continue sur R, de classe C* sur R*, nulle
en 0 et strictement croissante et que

xn—i—l

0< fn($) - fn—l(x) < m

(b) Montrer que la suite (f,) converge vers une fonction continue f vérifiant
22
?gf(a:)gex—x—l,VxE]RJr.

(c) Montrer que la suite des dérivées (f)) vérifie pour n > 1

0 < frn(e) = fole) < ful@) = fa-a(z).

En déduire que f est une fonction de classe C!, vérifiant 1.



iv. (Unicité) On suppose que y; et yo sont deux solutions sur R, de 1. On pose
§ = (y1 — y2)*>. Montrer que la fonction z — §(x)e > est décroissante sur R,.
Conclure.

Exercice 2.2.40. On considére ’équation différentielle

i. Montrer que cette équation différentielle admet une solution.
ii. Montrer que celle-ci n’est pas unique et trouver toutes les solutions.

Exercice 2.2.41. Que dire de ¢’ = y*, (a € R)?



