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Equations di�érentielles et calcul di�érentiel

Feuille 9 - Exponentielle - Systèmes linéaires

Exercice 2.3.3. Résoudre le système di�érentiel suivant :{
x′ = x +2y
y′ = 2x +y

avec x(0) = 1, y(0) = 0.

Exercice 2.3.4 (Exponentielles sans douleur).

1. Soit A ∈ M2(R), montrer qu'il existe deux fonctions a, b : R→ R telles que

etA = atA+ bt, ∀t ∈ R.

2. Déterminer a et b lorsque les deux valeurs propres sont distinctes.

3. Si A possède une valeur propre double, λ, montrer que etA = etλ [I + t(A− λI)].

4. Généraliser aux matrices de dimension n véri�ant (A− λI)n = 0.

Exercice 2.3.6. On considère la matrice A =

(
0 −1
1 0

)
.

1. Déterminer le polynôme caractéristique de A.

2. Calculer etA. (Indication : on pourra montrer que l'application ϕ : C → M2(C),

a + ib 7→
(
a −b
b a

)
est un morphisme d'anneaux et en déduire que ϕ ◦ exp =

exp ◦ϕ.

3. En déduire la solution du système{
x′ = −y
y′ = x

avec la condition initiale x(0) = y(0) = 1.
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4. Déterminer l'ensemble de toutes les solutions de{
x′ = −y + et

y′ = x.

Exercice 2.3.7. Calculer etA pour chacune des matrices suivantes :(
2 0
0 −3

)
,

(
3 2
4 1

)
,

(
2 1
0 2

)
,

(
0 1
−9 6

)
,

(
3 1
−1 −1

)
.

Exercice 2.3.8. Calculer etA pour chacune des matrices suivantes : 0 0 0
1 0 0
1 0 1

 ,

 2 1 0
0 2 1
0 0 2

 ,

 0 1 0
0 −2 −5
0 1 2

 ,

 4 2 0
1 5 −1
−1 1 5

 ,

 2 −1 2
10 −5 7
4 −2 2

 .

Exercice 2.3.9.

1. Trouver des matrices A et B ∈ Mn(C) telles que eA+B = eAeB.

2. Sous quelle condition a-t-on : ∀ t ∈ R, et(A+B) = etAetB ?

Exercice 2.3.10. Résoudre les systèmes di�érentiels suivants (en la variable t) :
x′ = y + z + t
y′ = x+ et

z′ = x+ y + z.

Exercice 2.3.11. Résoudre l'équation di�érentielle suivante sans calculer d'exponentielle
:

x(3) − 4x′′ + 5x′ − 2x = 0.

Exercice 2.3.12. On considère l'équation di�érentielle :

x(4) − 2x(3) + 2x′′ − 2x′ + x = 0. (E)

1. Transformer cette équation d'ordre 4 en une équation d'ordre 1 : X ′ = AX avec
une matrice carrée A à dé�nir.

2. Trigonaliser la matrice A.

3. Calculer etA.

4. Résoudre (E).
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