
Applications différentiables

Soient E ,F est e.v.n. et U ⊂ E un ouvert de E.
Une fonction f : U ⊂ E 7→ F est différentiable en a ∈ U s’il existe
L ∈ L(E ,F ) une application linéaire continue telle que

∀h ∈ E , f (a+ h) = f (a) + L(h) + o(‖h‖).

On notera cette application daf . Dès lors
daf est la différentielle de f au point a. C’est une application linéaire
de E dans F .
daf (h) est la différentielle de f au point a, évaluée au point h.
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Exemples

Si E = Rn et F = Rm et f est différentiable en x ∈ U, alors
dx f ∈ L(Rn,Rm) et est donc représenté par une matrice à m lignes et n
colonnes. On obtient

1 f (x + h) = f (x) + Jacx(f ).h + o(‖h‖),
2 Si m = 1, f (x + h) = f (x) + 〈∇af , h〉+ o(‖h‖),
3 Si n = 1, f (x + h) = f ′(x)h + o(‖h‖).

Ici, les différentielles sont respectivement définies par
1 dx f (x) = Jacx .h,
2 dx f (x) =< ∇x f , h >,
3 dx f (x) = f ′(x)h.

October 14, 2020 2 / 3



Règle de composition

Soient E ,F ,G des espaces de Banach, U un ouvert de E et V un ouvert
de F .

Différentielle de la composée
On suppose f : U → F différentiable en x et f (U) ⊂ V . On suppose aussi
g : V → G différentiable en f (x). Alors g ◦ f est différentiable en x et

dx(g ◦ f ) = (df (x)g) ◦ (dx f ).

Dans le cas E = Rn,F = Rm,G = Rp on obtient la règle de la chaine

Jacx(g ◦ f ) = Jac f (x)g × Jacx f .

C’est à dire coefficient par coefficient : ∀i ∈ {1, ..., p}, ∀j ∈ {1, ..., n},

∂(g ◦ f )i
∂xj

(x) =
m∑

k=1

∂gi
∂yk

(f (x)).
∂fk
∂xj

(x)
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