Applications différentiables

Soient E, F est e.v.n. et U C E un ouvert de E.

Une fonction f : U C E — F est différentiable en a € U s'il existe
L € L(E, F) une application linéaire continue telle que

Vhe E,f(a+ h) = f(a) + L(h) + o(]|hl]).
On notera cette application d,f. Dés lors

@ d,f est la différentielle de f au point a. C'est une application linéaire
de E dans F.

o d,f(h) est la différentielle de f au point a, évaluée au point h.

October 14, 2020 1/3



SiE=R"et F=R"™ et f est difféerentiable en x € U, alors

dyf € L(R",R™) et est donc représenté par une matrice a3 m lignes et n
colonnes. On obtient

Q f(x+ h) = f(x)+ Jack(f).h+ o(]|hl]),
Q@ Sim=1, f(x+ h) = f(x)+ (Vaf, h) + o(||hl]),
©Q Sin=1, f(x+ h)=f'(x)h+ o(||h|))-

Ici, les différentielles sont respectivement définies par
Q dif(x) = Jack.h,
Q dif(x) =< Vif,h>,
Q dif(x) = f'(x)h.
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Regle de composition

Soient E, F, G des espaces de Banach, U un ouvert de E et V un ouvert
de F.

Différentielle de la composée

On suppose f : U — F différentiable en x et f(U) C V. On suppose aussi
g : V — G différentiable en f(x). Alors g o f est différentiable en x et

dx(g o ) = (dr(x)&) © (dxf).

Dans le cas E = R", F = R™, G = RP on obtient la régle de la chaine

Jacx(g o f) = Jacs(g x Jackf.

C'est a dire coefficient par coefficient : Vi € {1,...,p},Vj € {1, ..., n},

8(g of); 6g, 8fk
8XJ Z Byk (X)
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