Activité : Achille et la Tortue vont au stade....

Vincent Bruneau, Institut de mathématiques de I'université de Bordeaux

Le Paradoxe de Zénon... suites et fonctions

Zénon d’Elée, né vers 490 avant J.-C., fut un grand mathématicien qui a posé de nombreux
problémes (des paradoxes) a plusieurs générations de mathématiciens. L'un des plus connu est celui
de Achille et la Tortue :

Achille voit une tortue en avant sur son chemin et se met a courir pour la rattraper. Lorsque Achille
atteint la place qu’occupait la tortue, cette derniére a avancé. Il doit donc atteindre maintenant la
nouvelle place qu’elle occupe, et ainsi de suite... Par conséquent, Achille ne pourra jamais rattraper
la tortue puisqu’il doit toujours parvenir d’abord au point que la tortue vient de quitter! .... Essayons
d’expliciter mathématiquement le probléme...

1. LE PARADOXE DE ZENON, UNE HISTOIRE D’INFINIS...

Considérons le cas ot Achille avance a la vitesse de 200 m/min et que la Tortue posséde au départ
400 m d’avance sur Achille, en marchant a la vitesse de 10 m/min. On note ¢; le temps qui s’est
écoulé pendant 'étape 1, c’est-a-dire pour que Achille arrive ou la tortue était au départ, mais la
tortue a avancé... On note alors to le temps qui s’est écoulé pendant ’étape 2, pour que Achille
parcourt la distance parcourue par la tortue pendant le temps #;. Ainsi de suite, on note ;11 le
temps qui s’est écoulé pour que Achille parcourt la distance parcourue par la tortue pendant le
temps ty...

(1) Déterminer ¢y, ta, t3. On pourra représenter sur une droite les positions de A (Achille) et de
B (Bobu la tortue) aux différentes étapes (par exemple en notant Ay et By les positions de
A et B a la kiéme étape).

(2) Exprimer tx41 en fonction de t; pour k > 1.
(3) Quelle est la nature de la suite (tg); 7 Exprimer ¢ en fonction de k.

(4) Que représente la quantité suivante ?

n
T, = Ztk.
k=1

Déterminer I'expression de T}, en fonction de n.
(5) Montrer que la suite (7},),, est convergente et déterminer sa limite.

(6) A la lumiére de ces calculs, expliquer le Paradoxe de Zénon.

2. ET SI ON CALCULAIT LES DISTANCES PARCOURUES...

On propose maintenant une autre maniére de résoudre ce probléme en considérant toujours que
Achille avance a la vitesse de 200 m/min et que la Tortue posséde au départ 400 m d’avance sur
Achille, en marchant & la vitesse de 10 m/min. On désigne par O le point de départ d’Achille.

(1) On note a(t) la distance de Achille & O et b(t) la distance de la tortue & O au court du
temps t. Quelle est la valeur de a(0) et de b(0) ? Donner 'expression de a(t) et de b(t).

(2) Comment traduire mathématiquement que Achille rattrape la Tortue ?

(3) Déterminer l'instant ¢ quand Achille rattrape la Tortue. Quelle distance Achille aura-t’il
parcouru ?



3. ET sI ACHILLE PARTAIT DE STARTING BLOCKS...

Dans ce qui précéde, Achille courait & 200 m/min dés le début. On veut maintenant considérer
une situation o sa vitesse initiale est nulle. On suppose désormais que la vitesse d’Achille dépend
du temps de la maniére suivante :

v(t) =200t sit e [0,1] et v(t) =200sit> 1. (%)
Dans cette nouvelle situation, au bout de combien de temps Achille va-t-il rattraper la Tortue, si
cette derniére avance toujours & 10 m/min... 7 C’est ce que nous tentons de trouver dans la suite.

(1) La distance parcourue par Achille au bout du temps ¢ est-elle encore égale a la vitesse
multipliée par le temps ?

(2) Essayons d’étudier approximativement la distance parcourue par Achille au cours de la
premiére minute. Pour cela nous divisons U'intervalle [0, 1] en N intervalles de petite longueur
h = % et posons t; = k h. Sur chaque intervalle [t;_1, tx], on propose d’approcher la vitesse
v(t) par vg, sa valeur au milieu de l'intervalle.

)

(a) Quelle est la nature de la suite (¢g)g ?

(b) Donner la valeur de vy et v9 en fonction de h, puis de vy en fonction de k et h.
)

(c) Avec cette approximation, quelle est la distance d; parcourue au bout d’un temps h?
Quelle est la distance dy parcourue au bout d’'un temps 2h 7

(d) Toujours avec cette approximation, donner l’expression de dj41, parcourue au bout
d’un temps #x+1, en fonction de dy, la distance parcourue au bout d’un temps t.

(e) A l'aide d’un tableur représenter la suite (dy)x en fonction des (tx)i (pour h = 1—10)
(f) A quelle fonction de référence vous fait penser ce graphe ?

(3) Le but est maintenant de déterminer exactement la fonction d(¢) qui fournit la distance
parcourue par Achille au cours du temps, lorsque sa vitesse v(t) est donnée par ().

(a) Sid(t) = t? quelle serait la vitesse moyenne sur I'intervalle de temps [0, 1], sur [0, 1] et

2
sur [1,1]7?
(b) Si d(t) = t2, pour un t( fixé, quelle serait la vitesse moyenne sur l'intervalle de temps
[to, to + h] ?

(¢) A quelle quantité mathématique et quelle quantité physique correspond la vitesse sur
I'intervalle de temps [to, to + h] lorsque h tend vers 0.

(d) Quelle est la vitesse instantanée correspondant a une évolution de la distance donnée
par d(t) = t2?

(e) Déterminer la fonction d(t) qui fournit la distance parcourue par Achille au cours du
temps lorsque sa vitesse v(t) est donnée par (x).

(4) On considére que la vitesse d’Achille, v(t), est donné par (x) et que la Tortue avance a
une vitesse constante de 10 m/min. Déterminer I'instant ¢ quand Achille rattrape la tortue
lorsque la Tortue posséde 50 m d’avance au départ, puis dans le cas ou elle a 400m d’avance.



