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Exercice 1 Pour tout n ≥ 2, on note Sn le groupe des permutations de {1, . . . , n}.
Pour tout σ ∈ Sn et toute partie A de Sn, on notera σA := {σa , a ∈ A}.
1. Quel est le cardinal de Sn ?
2. On rappelle que la signature ε : Sn → {±1} est un morphisme de groupe. Qu’est-ce que

cela signifie ?
3. Montrer que les éléments de Sn de signature 1 forment un sous-groupe de Sn que l’on note
An.

4. Montrer que tous les éléments de Sn qui sont des carrés (i.e. les σ ∈ Sn tels qu’il existe
τ ∈ Sn avec σ = τ2) appartiennent à An.

5. Expliciter un élément γ ∈ Sn de signature −1.
6. Montrer que An ∩ γAn = ∅.
7. Montrer que Sn = An ∪ γAn (union disjointe d’après la question précédente).

[Indication : on pourra utiliser que pour tout σ ∈ Sn, σ = γγ−1σ.]
8. Déduire des deux questions précédentes et de la question 1 le cardinal de An.
9. On suppose que n ≥ 3. Montrer que tout cycle d’ordre 3 est un carré.
10. Énumérer les cycles d’ordre 3 de A4.
11. En déduire que A4 possède au moins 8 éléments distincts qui sont des carrés, en plus de

Id.
Notons C l’ensemble des éléments de A4 qui sont des carrés.

12. Déduire de ce qui précède que pour tout σ ∈ A4, σC ∩ C 6= ∅.
13. Conclure que le sous-groupe engendré par C est A4.

Exercice 2 Soit le polynôme P (X) = (X + 1)5 −X5 + c où c est un nombre réel.
1. Montrer que si P (X) admet une racine double α, alors (α+ 1)4 − α4 = 0.
2. En déduire la valeur de α, puis de c, si α est une racine double réelle de P (X).

Exercice 3 Soit n ≥ 1 et soient uk, 1 ≤ k ≤ n, n vecteurs de Rn. Pour tout k, on définit

vk =

k∑
i=1

ui.

1. Calculer det(v1, v2, . . . , vn) en fonction de det(u1, u2, . . . , un). On commencera par traiter
les cas n = 2 et n = 3.

2. En déduire la valeur du déterminant ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
3. Pouvez-vous généraliser le résultat de la question 2 ?


