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INTRODUCTION

Les travaux présentés dans ce mémoire ont pour objet ’étude des variétés kidhlériennes
sous différents aspects. La majeure partie des résultats est centrée sur les groupes fon-
damentaux de ces variétés (groupes dits kihlériens) et la rigidité de leurs représentations
linéaires, avec un accent particulier sur les réseaux de la boule unité de C”. Les techniques
requises pour ces questions reposent essentiellement sur la théorie des fibrés de Higgs par
Simpson et plus spécifiquement les systémes de fibrés de Hodge, tout en exploitant les
propriétés géométriques et topologiques des (quotients des) domaines symétriques bornés,
ainsi que des domaines de périodes.

Le principal autre probléme que nous considérons dans ce texte est celui de ’extension
des classes de cohomologie, par exemple dans une famille de variétés kihlériennes, a la
maniere d’Ohsawa-Takegoshi. Nous ’appréhendons de maniére classique, a savoir par les
méthodes L2. Bien que ce probléme soit en apparence déconnecté des thémes précédents
de par la nature des outils et des résultats visés, le lien peut se faire a travers les variations
de structures de Hodge traitées dans les travaux de Griffiths.

Nous avons choisi de ne pas aborder ici nos travaux durant la thése et dans la période
qui a directement suivi. En effet, bien qu’étant également du domaine de ’analyse et
de la géométrie complexes (étude de la g-pseudoconvexité et construction de fonctions
holomorphes sur I'espace des cycles de Barlet), ils sont thématiquement assez éloignés de
nos préoccupations actuelles.

Dans cette introduction, nous donnons un bref apercu de notre travail présenté dans
un ordre essentiellement chronologique.

Notre point de départ pour I'étude des représentations linéaires des groupes kidhlériens
est le constat que les réseaux du groupe des biholomorphismes Aut(B") de la boule unité
B™ de C™ sont les seuls parmi les réseaux de tous les domaines symétriques bornés a ne
pas étre en général superrigides au sens de Margulis. A la suite de travaux de Toledo
et Corlette, puis de Burger-lozzi, le but de notre premier papier en collaboration avec
Maubon a été de montrer qu'un certain type de représentations — dites standard — des
réseaux de Aut(B") dans Aut(B™) étaient malgré tout rigides. La preuve de ce résultat
s’appuie sur les propriétés d'un invariant initialement défini par Toledo, dont on prouve
qu’il vérifie une inégalité de type Milnor-Wood, puis on caractérise les cas d’égalité pour
en déduire la rigidité escomptée.

On peut trivialement étendre la définition de 'invariant de Toledo aux représentations
des réseaux de Aut(B™) a valeurs dans le groupe Aut(D) des biholomorphismes d’un do-
maine symétrique borné D quelconque. Bien que 'invariant vérifie encore une inégalité de
type Milnor-Wood, comme montré par Burger et lozzi, la caractérisation des cas d’égalité
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— et la rigidité censée en résulter — est beaucoup plus difficile a obtenir lorsque D est
de rang supérieur. Ainsi, dans le deuxiéme article avec Maubon, n’avons-nous pu traiter
que les cas ou D est de rang au plus 2 (& une exception preés). Ces restrictions drastiques
ne sont cependant pas étonnantes, au vu de problémes de méme nature déja rencontrés
par Klingler, Reznikov et d’autres dans des situations similaires.

Les techniques employées pour les preuves ne sont pas propres aux espaces symétriques
mais utilisent plutdot des notions de géométrie algébrique, telles que la stabilité de cer-
tains fibrés et fibrés de Higgs émanant des représentations. Aussi est-il naturel d’essayer
d’étendre les résultats précédents aux groupes fondamentaux des variétés projectives voire
kdhlériennes. Il s’avére que le bon cadre est celui des variétés projectives de type général,
mais la premiére difficulté réside déja dans la définition méme de 'invariant de Toledo.
A Taide des progres récents dans le Programme du Modeéle Minimal, nous avons sur-
monté cette difficulté, puis avons généralisé nos résultats aux représentations des groupes
fondamentaux des variétés de type général.

Dans un dernier travail, nous nous sommes intéressés avec Klingler et Maubon & une
conjecture de Carlson-Toledo selon laquelle le deuxiéme groupe de cohomologie & valeurs
dans Q d’un groupe kéhlérien infini devrait étre non nul. Cette conjecture semble hors
de portée par les techniques actuelles mais on dispose de moyens pour ’aborder si 1'on
suppose que le groupe en question a des représentations linéaires non triviales, ce qui
nous rameéne aux considérations précédentes. Nous avons obtenu des résultats partiels qui
vont dans le sens de la conjecture en utilisant les applications des périodes associées aux
représentations rigides, mais nous avons aussi montré qu’il peut y avoir des obstructions
a mettre en ceuvre cette méthode dans le cas (linéaire) général. Ces obstructions résident
dans D'existence de 2-sphéres “horizontales” non homotopiquement triviales dans les do-
maines de périodes, existence que nous avons prouvée dans de nombreux cas par une
application du h-principe de Gromov.

Paralléelement, nous avons continué a nous intéresser aux représentations des réseaux
de Aut(B") dans Aut(B™), et plus particuliérement celles induites par des applications
holomorphes entre quotients. Motivés par une question de Siu, nous avons montré avec
Mok qu’il n’existe pas de submersions holomorphes entre de tels quotiens de la boule si
n > m. Ce résultat n’est pas suprenant mais n’était connu auparavant que pour n = 2 et
m = 1. Il encourage par ailleurs a une étude plus approfondie des applications holomorphes
surjectives entre quotients de boules.

Enfin, comme nous 'avons déja dit, dans une autre partie de notre travail indépen-
dante au moins au niveau des techniques employées, nous nous sommes intéressés a une
généralisation du théoréme d’Ohsawa-Takegoshi pour les (0, ¢)-formes. En fait, sous des
hypothéses de positivité standard, nous avons montré que I'on peut étendre des (0, q)-
classes de cohomologie & valeurs dans le fibré canonique tordu par un fibré en droites,
d’une hypersurface lisse compacte a la variété ambiante si cette derniére est kidhlérienne
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faiblement pseudoconvexe, avec en outre un controle de la norme L? de I'extension. Nous
en déduisons par exemple l'invariance de la dimension des (0, ¢)-groupes de cohomologie
a valeurs dans le fibré canonique tordu par un fibré semi-positif sur une famille de variétés
kdahlériennes compactes.

La premiére partie du texte ci-aprées ne reprend que des résultats classiques. Elle nous
permet de faire quelques rappels sur les espaces symétriques (hermitiens), de donner
quelques motivations & nos travaux, et surtout de nous attarder sur quelques outils fon-
damentaux pour la suite, & l'instar des applications pluriharmoniques et des fibrés de
Higgs attachés aux représentations linéaires.

Dans les parties qui suivent, nous détaillons les résultats évoqués dans cette introduc-
tion, en tentant de donner les idées principales impliquées dans les démonstrations, et en
proposant quelques questions et pistes.
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PARTIE 1
ESPACES SYMETRIQUES DE TYPE NON COMPACT

Nous renvoyons aux livres d’'Helgason [He| et Eberlein [Eb| pour les généralités sur les
espaces symétriques (de type non compact).

1. Superrigidité archimédienne

Soit (X, ¢g) un espace symétrique irréductible de type non compact. Il est difféomorphe
a un quotient du type G/K ou G est un groupe de Lie simple (ce qui signifie pour nous
que son algébre de Lie gy est simple) de type non compact et de centre fini (par exemple
la, composante connexe de l'identité Isomg(X') de son groupe d’isométries) et K C G un
compact maximal. Réciproquement, pour un tel G et un tel K, X = G/K est un espace
symétrique irréductible de type non compact.

Sigo = €9 D po est la décomposition de Cartan correspondante de 1'algébre de Lie de G,
I'espace tangent & X' en un point s’identifie a pg, la métrique g est (& une constante pres)
la restriction de la forme de Killing (, ) de go & po et la courbure sectionnelle est donnée,
via l'identification, par R(&,n,&,n) = —([&, 1], [§,1]) < 0. Un espace symétrique de type
non compact est contractile, sa métrique g est compléte Einstein. Son rang (réel) est par
définition la dimension d’un plat maximal de I’espace tangent en un point. C’est aussi ce
que l'on appelle communément le rang réel de G.

Définition 1.1. — Soient (X,g) un espace symétrique comme ci-dessus. Un réseau T’
de G (ou de X) est un sous-groupe discret de G, sans torsion, tel que la variété X =
\G/K =T\X munie de la métrique riemannienne induite par g est de volume fini (on
dit aussi que T' est de covolume fini). On dit que T est cocompact ou uniforme si X est
compacte.

L’hypothése sur la torsion de I' n’est pas restrictive car tout réseau admet un sous-
groupe sans torsion d’indice fini.

Définition 1.2. — Soient G un groupe de Lie simple de type non compact, I' un ré-
seau de G et H un groupe de Lie semi-simple. Une représentation de I' dans H est un
morphisme de groupes.

L’étude des représentations des réseaux des groupes de Lie a donné lieu & une littérature
abondante. Un des points culminants de la théorie a été le théoréme de superrigidité de
Margulis (voir par exemple [Mar|) dont nous donnons ici un cas particulier :
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Théoréeme 1.3 (Margulis). — Dans la situation de la définition précédente, on suppose
en outre que l’espace symétrique X associ€ a G est de rang au moins 2, que p : I' — H est
une représentation Zariski dense et que G et H sont a centre trivial. Alors p se prolonge
en un homomorphisme p: G — H.

Comme c’est le seul type de rigidité qui nous intéressera, nous dirons que G (ou X') est
superrigide (nous ne parlerons pas de superrigidité non archimédienne). Notons que les
espaces symétriques X qui échappent & cet énoncé (et qui sont donc ceux de rang 1) sont
les espaces hyperboliques, resp. hyperboliques complexes, hyperboliques quaternioniens
et le plan de Cayley, associés & G = PO(n, 1), resp. G = PU(n,1), G = PSp(n,1) et au
groupe exceptionnel G = F; %,

L’outil principal de Margulis pour montrer ce théoréme est la théorie ergodique mais il
peut aussi étre appréhendé de maniére géométrique. C’est ce point de vue qui nous inté-
ressera, aussi donnons-nous quelques détails. Le lecteur désireux d’en savoir plus pourra
consulter 'article de Pansu [Pal] dont nous reprenons en partie la présentation.

2. Superrigidité géométrique

Soient X et Y deux variétés riemmanniennes munies de leurs connexions de Levi-Civita
VX et VY. On note RX et RY leurs tenseurs de courbure respectifs. Soit p : 7 (X) —
Isom(Y’) un homomorphisme du groupe fondamental de X (ot on a fixé un point base
dans X) dans le groupe des isométries de Y. On note X le revétement universel de X. Une
application p-équivariante f : X — Y est une application qui vérifie f(yz) = p(7)f(z)
pour tout = € X et tout v € my(X).

Si f: X — Y est une application p-équivariante de classe C2, sa différentielle df
descend sur X en une section du fibré Hom(Tx, f*7y ), lui-méme muni de la connexion
V induite par VX et VY (car 7;(X) agit sur Y par isométries). Comme les connexions
de Levi-Civita sont sans torsion, Vdf est un 2-tenseur symétrique sur X a valeurs dans
fTy.

La superrigidité géométrique s’appuie sur I'existence d’applications p-équivariantes pri-
vilégiées, a savoir les applications harmoniques.

Définition 2.1. — On dit que f est harmonique si elle vérifie 'équation d’Euler-
Lagrange tr Vdf = 0 (ou tr désigne la trace calculée au moyen de la métrique sur X ). On
dit que f est totalement géodésique s1 Vdf = 0.

Une application f est totalement géodésique si et seulement si elle envoie toute géodé-
sique de la source dans une géodésique de 'arrivée.
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On dispose d’'un théoréeme d’existence des applications harmoniques, valable dans
une trés grande généralité, et dit & Corlette [Co2| (généralisant un théoréme de Eells-
Sampson) :

Théoréme 2.2 (Corlette). — Soient X une variété riemannienne compléte et Y une
variété compléte simplement connexe a courbure sectionnelle négative ou nulle. Soit p :
m1(X) — Isom(Y') une représentation telle que 'action induite par w (X) sur la sphére a
Uinfini de' Y n’a pas de point five (p est alors dite réductive). S’il existe une application
p-équivariante d’énergie finie du revétement universel X de X dans 'Y, alors il existe une
application harmonique p-équivariante d’énergie finie de X dans 'Y .

Précisons que Dénergie de f est donnée par E(f) = 5 [ |df[*dVx ou |df|, calculée &
partir des métriques riemanniennes sur X et Y, est bien définie sur X. Une fois que 1’on
dispose d’une application harmonique, on chercher & montrer qu’elle vérifie des propriétés
additionnelles (typiquement, qu’elle est totalement géodésique). Pour ce faire, on utilise
une formule de type Bochner. La version que nous présentons ici est celle de [MSY].

Soit @ un tenseur de type courbure sur X (vu comme un (3,1)-tenseur). On définit le

2-tenseur COQ Vdf a valeurs dans f*Ty par (Ccé Vdf) (&1, &) = tr(&s — Vdf(Q(&s,&1)E2,E3))

(o la trace est prise a l'aide de la métrique sur X), et de fagon évidente le 3-tenseur
df o a valeurs dans f*Ty.

Proposition 2.3 (Mok-Siu-Yeung). — Soient X et Y deux variétés riemanniennes.
On suppose de plus que X est compacte ou que X = I'\X, avec I réseau d’un espace
symétrique irréductible de type non compact X. Soient p : m(X) — Isom(Y) une repré-
sentation et f : X — Y une application p-équivariante d’énergie finie. Si Q est un tenseur
de courbure paralléle sur X, on a

[ @varvapave =4 [ 1.5 R~ o Qa0 )] vy

Cette formule se montre assez facilement par intégration par parties lorsque X est
compacte. Dans le cas X = ['\X, avec I non uniforme, on intégre par parties sur des
compacts de plus en plus grands et on montre que 1’on peut faire tendre le terme de bord
vers zéro. On utilise pour cela des fonctions “cut-off” adaptées (i.e. & dérivées d’ordres 1 et
2 bien controlées) dont I'existence sur les quotients de volume fini des espaces symétriques
est garantie par [CGJ.

Avant de poursuivre, rappelons comment on définit la courbure sectionnelle complexifiée
de Y. On commence par étendre le tenseur de courbure RY a T¢ := Ty ®g C par C-
linéarité. On dit que la courbure sectionnelle complexifiée de Y est négative ou nulle si
pour tous &, € TE, RY(£,n,€,7) < 0. Les espaces symétriques de type non compact
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vérifient cette propriété car dans ce cas, RY (&,n,&,1) = —([&, 7], [£,7]) si on identifie TF
ap=porC.
Nous pouvons maintenant citer la version géométrique du théoréme de superrigidité

due a Mok, Siu et Yeung [MSY] :

Théoréeme 2.4 (Mok-Siu-Yeung). — Soit X' un espace symétrique irréductible de type
non compact qui n’est ni un espace hyperbolique, ni un espace hyperbolique complexe.
Soient T' un réseau de X et 'Y une variété riemannienne a courbure sectionnelle (resp.
a courbure sectionnelle complexifiée si X est de rang 1) négative ou nulle. Soit p : T' —
Isom(Y) une représentation dans le groupe des isométries de Y et f : X — Y une
application harmonique p-équivariante d’énergie finie. Alors f est soit constante, soit une
isométrie (a renormalisation prés) totalement géodésique.

Pour prouver ce théoreme, Mok, Siu et Yeung procédent au cas par cas, en utilisant la
classification des espaces symétriques, pour exhiber un tenseur paralléle de type courbure
() qui remplit les conditions suivantes sur X :

(i) @> 0 sur tous les 2-tenseurs symétriques de trace nulle,
(i) (@, R¥) =0,
(iii) (@,T) < 0 pour tout tenseur de type courbure 7' & courbure sectionnelle (resp.
complexifiée si X' est de rang 1) négative ou nulle.

En utilisant que X est symétrique irréductible, on montre que (df o Q,df o R*) est égal
(& une constante multiplicative prés) a (Q, RX)|df|?> = 0. Ensuite, en appliquant la pro-
position 2.3, on obtient immédiatement que si f n’est pas constante, elle est totalement
géodésique.

A Taide du théoréme 2.2, on déduit une nouvelle version du théoréme 1.3.

Corollaire 2.5 (Mok-Siu-Yeung). — Soit X un espace symétrique irréductible de type
non compact qui n’est ni un espace hyperbolique, ni un espace hyperbolique complexe.
Soient T un réseau uniforme de G = Isomg (X') et Y un espace symétrique irréductible de
type non compact. Soit p : T' — H = Isomgy()) une représentation Zariski dense. Alors p
se prolonge en un homomorphisme p: G — H.

En effet, comme X = I'\ X est compacte, il existe une application p-équivariante d’éner-
gie finie et comme 'image de p est Zariski dense, elle ne fixe pas de point a 'infini. On
peut donc appliquer le théoréme d’existence de Corlette et par le théoréme 2.4, I'applica-
tion harmonique est une isométrie totalement géodésique. On en déduit alors facilement
que p s’¢tend & G (voir [Co2, th. 4.1]).

Remarquons que ce théoréme ne couvre que le cas des réseaux cocompacts. En effet,
le probléme de 'existence d’une application p-équivariante d’énergie finie est en général
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délicat pour les réseaux non uniformes. Cependant, il apparait par la méthode géomé-
trique que la superrigidité archimédienne est encore valide pour les espaces hyperboliques
quaternioniens et le plan de Cayley (méme dans le cas non uniforme comme 1’a montré
Corlette [Co2| en prouvant I'existence d’applications équivariantes d’énergie finie dans ce
contexte, cf. théoréme 6.4 plus loin), ce qui échappait a la méthode de Margulis.

Pour compléter ce panaroma de la superrigidité, nous avons
Théoréme 2.6. — Les groupes PO(n, 1) et PU(n, 1) ne sont pas superrigides.

Il s’avére que les réseaux de PO(n, 1) peuvent étre assez “flexibles”. On peut par exemple
utiliser la méthode dite de “pliage” pour déformer non trivialement certains réseaux de
I’espace hyperbolique de dimension n plongé totalement géodésiquement dans l’espace
hyperbolique de dimension n + 1 (voir par exemple [Th]).

Quant aux espaces hyperboliques complexes, Mostow [Mos| et Toledo [To3| ont ex-
hibé des paires (I'y,'y) (en nombre fini) de réseaux cocompacts de PU(2,1), et des ho-
momorphismes p : I'y — T’y surjectifs et de noyau infini, ce qui contredit clairement la
superrigidité. Il existe aussi des exemples qui montrent que PU(3, 1) n’est pas superrigide
mais pour n > 4, on sait trés peu de choses. Ceci illustre une des difficultés de 1’étude
des réseaux de PU(n, 1), a savoir la rareté des exemples explicites qui par ailleurs sont
souvent obtenus au prix d’efforts considérables (voir [Mos, DM]| par exemple).

Enfin, bien que n’étant pas superrigides, les espaces hyperboliques complexes conservent
certaines propriétés de rigidité. Nous reviendrons trés largement sur cet aspect qui a
motivé une grande partie des travaux exposés dans ce mémoire.

3. Compléments sur les espaces symétriques hermitiens

Les espaces symétriques qui nous intéresseront seront hermitiens non compacts. Nous
renvoyons aux livres de Mok [Mok1| et Satake [Sat| pour les détails.

Soit (D, gp) un espace symétrique hermitien de type non compact. Rappelons que cela
signifie qu’il peut étre muni d'une structure complexe J telle que la métrique gp soit
hermitienne (i.e. J-invariante). Dans ce cas, gp est automatiquement kidhlérienne et on
notera wp la (1, 1)-forme réelle fermée associée. La composante connexe de 'identité du
groupe des isométries est en outre incluse dans le groupe Aut(D) des biholomorphismes
de D. La courbure sectionnelle holomorphe de D est strictement négative, pincée entre
—1let _$7 quitte a multiplier la métrique par une constante positive.

La métrique gp induit sur le fibré canonique Kp une métrique a courbure strictement
positive. Ceci entraine en particulier qu'un quotient de D par un réseau cocompact est
une variété projective.
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Rappelons le théoréme suivant qui justifie 'appellation classique de “domaines symé-
triques bornés” pour les espaces symétriques hermitiens de type non compact.

Théoréme 3.1 (Harish-Chandra). — Tout espace symétrique hermitien de type non
compact D est biholomorphe & un domaine convexe borné de CHimc?P,

Pour les espaces symétriques hermitiens, la superrigidité se manifeste également de
facon métrique :

Théoréme 3.2 (Mok, To). — Soit (D, gp) un espace symétrique hermitien irréductible
de type non compact de rang au moins 2 et X = I'\D un quotient de D par un réseau.
Alors toute métrique hermitienne sur X de courbure semi-négative au sens de Griffiths
est proportionnelle a gp.

Voici maintenant un exemple d’espace symétrique hermitien qui nous intéressera par-
ticuliérement.

Ezxzemple 3.3. — L’espace symétrique associé a PU(p,q). Dans ce texte, nous suppose-
rons toujours que p > ¢ > 1. Rappelons d’abord la définition de PU(p,q). On consi-
dére sur CP*Y la forme hermitienne h de signature (p,q) définie dans la base canonique
(€1, eprq) PAr h(z) = D0 |z = D°L  |2p1il*. Le groupe SU(p, q) est le sous-groupe
de SL(p+ ¢, C) constitué des éléments qui préservent h. Le groupe PU(p, q) est 'image de
SU(p, q) dans PSL(p+ ¢, C). Le noyau est fini donc ces deux groupes sont trés semblables.
En particulier, leurs algeébres de Lie sont isomorphes, simples. Cependant, suivant les si-
tuations, il sera plus commode de considérer que notre espace symétrique est associé a
I'un ou a Pautre. Par exemple, I'action de PU(p, q) sur 'espace symétrique est effective,
contrairement a celle de SU(p, ¢) mais par ailleurs, SU(p, q) agit sur CP*? ce qui n’est pas
vrai pour PU(p, q).

L’espace symétrique D associé a SU(p, q) s’identifie a ’ensemble des sous-espaces vecto-
riels complexes de CP*Y de dimension ¢ sur lesquels h est définie-négative. C’est un ouvert
de la grassmannienne complexe G¢/Q des g-plans de CPT? (ot Q C G¢ = SL(p + ¢,C)
est le sous-groupe parabolique maximal qui stabilise W = (e,41,...,€,44)), €t son rang
en tant qu’espace symétrique est q. Lorsque ¢ = 1, D est ’espace hyperbolique complexe
de dimension p que nous noterons B?. Le groupe G = SU(p, q) agit transitivement sur
D par biholomorphismes et le sous-groupe d’isotropie K de G en W s’identifie au sous-
groupe compact maximal S(U(p) x U(q)) de SU(p, q), de sorte que 'on peut identifier D
a G/K ~ SU(p,q)/S(U(p) x U(q)). On note V = (ey, ..., e,) le h-orthogonal de W.

Nous avons la décomposition de Cartan de I'algébre de Lie de G : gy = € @ po. Sa
complexifiée se décompose alorsen g =t@p =D nd 7(n) o n C g est une sous-algebre
nilpotente maximale, g = € @& n est l'algebre de Lie de () et 7 est la conjugaison par
rapport a la forme réelle compacte de g qui contient £;. En tant que fibré holomorphe,
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nous voyons 7Tp comme un fibré vectoriel de fibre g/q ~ 7(n). Mais en tant que fibré
C™, nous voyons plutot Tx comme le fibré associé au K-fibré principal G — D par la
représentation adjointe de K sur pg. Le complexifié p de py admet une décomposition p =
7(n)®n = pt¥®p® ~ Hom(W, V) ® Hom(V, W) a laquelle correspond la décomposition
du complexifié¢ du tangent réel TS5 = T, %’0 & Tg’l.

Si on identifie le tangent holomorphe T, en un point o € D & Hom(W,V) ~ M, ,(C),
la métrique G-invariante est donnée par gp(A, B) = 4tr ('BA) ou A, B € M, 4(C), et la
courbure sectionnelle holomorphe de la droite complexe engendrée par A # 0 vaut

e ((44)")
(tr (144))°

Cette formule montre que la courbure sectionnelle holomorphe sur D est bien pincée entre
—1 and —1/q ou q est le rang de D. En outre, elle vaut —1/¢ si et seulement si les vecteurs
colonnes de A sont deux a deux orthogonaux et de méme norme (pour le produit scalaire
standard sur CP). La métrique gp est Kéhler-Einstein et avec notre normalisation, son
tenseur de Ricci est —7% Jp.-

Enfin, par le plongement de Harish-Chandra, D s’identifie biholomorphiquement au
domaine borné de M, ,(C) ~ CP, {Z € M, ,(C) , I, —'ZZ > 0}. Dans le cas particulier

ou ¢ = 1, D = BP se réalise donc comme la boule unité de CP.

4. Pluriharmonicité et fibrés de Higgs

Pour terminer, donnons une autre application, trés importante pour nous, de la propo-
sition 2.3 (voir Siu [Siul| et Sampson [Sam]). Dans la suite, on étend df : T% — f*TF
par C-linéarité et, si X est une variété complexe, on note d'f, resp. d” f, sa restriction a
T)lgo, resp. T)Ogl.

Théoréme 4.1 (Sampson). — Soient X une variété kdhlérienne compacte ou un quo-
tient d’un domaine symétrique borné par un réseau, et 'Y wune variété riemannienne a
courbure sectionnelle complezifiée négative ou nulle. Soit p : m(X) — Isom(Y') une repré-
sentation dans le groupe des isométries de Y et f : X — 'Y une application harmonique
p-équivariante. Alors f est pluriharmonique (i.e. la partie de type (1,1) de Vdf est nulle)
et de plus, la courbure sectionnelle complexe de Y est nulle sur 'image de d'f et d"f.

Cette fois, on utilise que sur toute variété kiahlérienne X, il existe un tenseur paralléle
Q (explicite) tel que

(i) (Q Vdf, Vdf) = |(Vdf)*P,
(ii) <Q(7 E '75)7RX(" K '777)> =0 pour tous 5777 € TX7
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(it) (@, f*RY) = —2Scalc(f*R") = =237, fARY (&,&5,&,&5) ot {&} est une base
orthonormée de Ty”.

Ce théoréme a une autre interprétation en termes de fibrés de Higgs qui nous intéressera
particulierement. Ce point de vue a d’abord été développé par Hitchin pour les courbes,
puis par Simpson [Sim1].

Supposons que 'on ait une variété kidhlérienne compacte X et une représentation ré-
ductive p : m(X) — G C SL(r,C) avec G groupe de Lie semi-simple de type non
compact. Soit K C G un compact maximal. D’aprés ce qui précéde, on a une application
p-équivariante pluriharmonique f : X — G /K. Le groupe G agit sur C" et la représen-
tation p définit un fibré plat E de rang r sur X. L’application f induit une réduction
du groupe de structure de £ a K, ce qui revient & se donner une métrique sur F. La
connexion plate D sur E se décompose en types D = (0 + 6) + (0 + ), ot 9 + O est
la composante de D qui préserve la métrique. En outre, le fibré f*Tg/ 5 S’identifie & un
sous-fibré de End(E), la connexion naturelle sur f*T5 /i est celle induite par J + 0, et la
(1,0)-forme 6 (resp. la (0, 1)-forme ) & valeurs dans End(E) s’identifie & d'f (resp. d”f).

En gardant a lesprit le fait que la courbure sur G/K est induite par le crochet sur
I'algébre de Lie de G, le théoréme 4.1 dit alors exactement que 9* = 0 (car [0, 0] = 0),
00 + 00 = 0 (car (Vdf)tY = 0) et [0,6] = 0, ou encore que d définit une structure
holomorphe sur E, 6 est une section holomorphe de Q% (End(FE)) et [0,0] = 0 : ces
données définissent un fibré de Higgs sur X.

Enfin, par la formule de Chern-Weil, il est facile de voir que E est polystable pour
n’importe quel choix de polarisation par une forme de Kéahler w sur X. C’est pour nous
I'occasion de faire quelques rappels sur les différentes notions de stabilité.

Notions de stabilité pour les fibrés de Higgs

Soit w une forme de Kéhler sur X et (F,0) un fibré de Higgs de rang r sur X. Pour tout
sous-faisceau cohérent saturé F C Ox(E), nous notons c¢;(F) € H*(X,R) sa premiére
classe de Chern. Le degré de F (calculé par rapport a la polarisation donnée par w) est
par définition deg (F) := [, c1(F) Aw"™!, et sa pente est u(F) := dii—(]f) sl est de rang
positif.

On dit que E est un fibré de Higgs semi-stable si pour tout F C Ox(F) de rang
positif et f-invariant, i.e. tel que §(F) C F @ Q%, on a u(F) < up(E). On dit que F
est stable si I'inégalité est stricte pour tout F de rang strictement inférieur & r = rg F.
Enfin, E est dit polystable s’il est somme directe de fibrés stables de méme pente. Pour,
cette derniére propriété, il revient au méme de dire que E est semi-stable, et que si
0 < rgF < r est O-invariant et vérifie u(F) = p(E), alors F est localement libre et E se
scinde holomorphiquement : £ = F & G.
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Les notions classiques de stabilité de fibrés vectoriels correspondent au cas ot 6 = 0,
c’est-a-dire que 'on compare la pente de tous les sous-faisceaux cohérents de FE sans
restriction, a celle de E.

Les fibrés de Higgs que nous considérerons seront plats, puisque provenant de repré-
sentations. C’est pour cette raison qu’il est facile de voir qu’ils sont polystables pour tout
choix de polarisation.
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PARTIE II
REPRESENTATIONS DES RESEAUX DE PU(n,1) DANS PU(m, 1)

Les espaces symétriques hermitiens de rang 1 sont les boules unités B™ de C", munies
de la métrique de courbure sectionnelle holomorphe constante —1 (que 'on appelle aussi
métrique de Poincaré). Nous identifierons cette métrique avec sa forme de Kéahler w,,. La
composante connexe de l'identitié du groupe des isométries de (B",w,,) est isomorphe au
groupe PU(n, 1) et c’est aussi le groupe Aut(B") des biholomorphismes de B".

5. Représentations associées a des applications holomorphes

D’aprés le théoréme de Margulis, les espaces symétriques hermitiens de type non com-
pact de rang au moins 2 sont tous superrigides. Par la superrigidité métrique (ou géo-
métrique), les applications holomorphes (donc pluriharmoniques) d’'un tel espace symé-
trique vers une variété kihlérienne & courbure semi-négative au sens de Griffiths sont soit
constantes, soit des plongements totalement géodésiques.

Les exemples de Mostow-Toledo montrent par ailleurs que B™ n’est pas superrigide (voir
théoréme 2.6). En fait, ce phénoméne se manifeste a travers des exemples trés intéressants

d’applications holomorphes. Ils font souvent intervenir les réseaux construits par Deligne-
Mostow [DM].

Ezxzemple 5.1. — Toledo [To3| a montré que les exemples que 1'on connait d’homomor-
phismes p : ' — I'y surjectifs de noyau infini entre des réseaux de B? (dont le premier a
été exhibé par Mostow) étaient induits par des applications holomorphes surjectives entre
les quotients f : I'}\B*> — I',\B2 Ces applications contractent des courbes totalement
géodésiques et ramifient également le long de courbes totalement géodésiques.

Ezxzemple 5.2. — Par d’autres méthodes, Livné [Liv| a quant & lui construit dans sa
thése des applications holomorphes surjectives de quotients compacts de boules de di-
mension 2 vers des surfaces de Riemann (uniformisées par B'). Les fibres singuliéres de
ces applications sont des unions de courbes totalement géodésiques.

Ezxzemple 5.3. — Récemment, Deraux [Der2| a également donné un nouvel exemple
d’une application holomorphe d’'un quotient de dimension 3 vers un quotient de dimension
1. En fait, il cherche les applications holomorphes “évidentes” entre quotients de Deligne-
Mostow. De cette fagon, il retrouve essentiellement les exemples de Toledo et Livné. Mais il
montre aussi qu’il n’existe pas d’applications holomorphes “évidentes” allant d’un quotient
de dimension n vers un quotient de dimension m avec n > m > 1.
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En résumé, les domaines symétriques bornés de rang 1 jouent un role trés spécial par
rapport a ceux de rang supérieur et il semble essentiel de commencer par étudier les
applications holomorphes entre leurs quotients pour en compléter notre compréhension.
Dans cet esprit, Siu a posé les deux questions suivantes dans [Siu3| :

Questions 5.4 (Siu). — Soit f : T\B™ — I"\B™ une application holomorphe entre
deux quotients de boules par des réseaux uniformes.

(1) Sim > mn > 1 et si f est un plongement, est-ce que f est une isométrie totalement
géodésique ?
(2) Sin>m et f est surjective, est-ce que m =17

Ces questions suggerent qu’une forme de rigidité devrait subsister et en effet, un début
de réponse positive a été apporté a la premiére dans [CM] :

Théoréeme 5.5 (Cao-Mok). — La réponse a la question (1) est positive dans le cadre
plus général ou [ est une immersion et I discret (non nécessairement un réseau), mais
a la condition que m < 2n.

La méthode de Cao et Mok ne fournit cependant aucune indication dans le cas m > 2n
et aucune obstruction a l'existence de contre-exemples ne semble étre connue.

Nous nous intéresserons ici a la deuxiéme question ou plus exactement a une formulation
plus faible. Dans [KMo]|, nous considérons une forme “duale” de la premiére question, dans
un cadre équivariant assez général :

Théoréeme 5.6 ([KMol). — Soient n > m > 1 deuz entiers, I' < PU(n, 1) un réseau
cocompact, p : I' — PU(m, 1) une représentation et f : B" — B™ une application holo-
morphe p-équivariante submersive (i.e. sa différentielle df est de rang m en tout point de
B"). Alors nécessairement m =n et f € PU(n, 1).

Une conséquence immédiate de ce résultat est le

Corollaire 5.7 ([KMo|). — Il n'existe pas de fibrations régulicres f : T\B" — I'"\B™
entre quotients compacts sin >m > 1.

Ceci généralise un théoréme obtenu par Liu [Liu| qui concernait le cas n = 2 et m = 1.
Le corollaire est évidemment loin de répondre a la deuxiéme question de Siu, mais on
constate cependant dans la preuve par ’absurde que la contradiction est plus facilement
obtenue pour m > 2 que pour m = 1.

Supposons donc que les hypothéses du théoréme 5.6 sont satisfaites. Par I'-équivariance,
un certain nombre d’objets définis sur B”, tels w,,, f*wn,, f*Tp= etc, descendent au quotient
X =T'\B". Nous utiliserons la méme notation que sur B" pour les désigner.

Etape 1. On montre que f est une submersion riemannienne.



22 VINCENT KOZIARZ

Les fibres de l'application holomorphe p-équivariante f : B"™ — B™ définissent un
feuilletage holomorphe I'-équivariant sur B", donc un feuilletage holomorphe F sur I'\B",
dont on déduit une suite exacte de fibrés sur X : 0 — T — Tx — Ny — 0.

D’aprés le théoréme de proportionnalité de Hirzebruch, la classe de Chern totale de Ty,
resp. Ny >~ f*Igm, s’exprime simplement en fonction de w,,, resp. f*w,,. Un calcul direct
originellement da & Feder [Fe| donne alors ¢, 11(TF) = k([ frwm — wn])n_mJrl ou k > 0,
alors que par ailleurs, puisque T est de rang n —m, on a ¢,_n1(TF) = 0.

Cependant, le lemme de Schwarz implique que f*w,, < w, en tout point de X. De ce
qui précéde, on déduit que sur le supplémentaire orthogonal de Tx dans T, f*w,, et w,
coincident i.e. que f est une submersion riemannienne.

Sim = n, f est une isométrie locale de B" dans elle-méme. Mais alors, elle envoie les
géodésiques sur des géodésiques, ce qui implique qu’elle est propre et injective. C’est donc
un biholomorphisme. Nous supposons donc dorénavant que n > m.

FEtape 2. Calcul de la courbure de Nz et contradiction.

Le fait que f soit une submersion riemannienne implique que l'on peut calculer la
courbure de Nz de deux facons différentes. Tout d’abord, on peut munir N de la métrique
quotient et un calcul classique de Griffiths permet de calculer la courbure © de Nz ~ T
en fonction de la restriction de la courbure de T'x et de la seconde forme fondamentale o
de T'r C Tx. Mais comme la submersion f est riemannienne, © est aussi le tiré en arriére
par df du tenseur de courbure de B™.

En comparant les deux calculs, on obtient facilement une contradiction si m > 2. Pour
m = 1, cela donne que la restriction de o : Tr @ T — N. _7-‘( est)partout non dégénérée. Un

n—1

calcul rapide de classes de Chern donne donc ¢, (1) = ——[f*w:]. Mais alors

—(n+ 1)w,] =47 c1(Tx) = 47 (c1(Tr) + c1(Ng)) = —(n + 1)[f*wi]

ce qui est impossible puisque [ xWn > 0et ) + f*w! =0 car n > 1. Ceci clot la démons-
tration du théoréme.

Nous montrons ensuite plusieurs généralisations du théoreme 5.6 dans différentes direc-
tions. La premiére concerne les valeurs critiques d’une fibration singuliére.

Théoréme 5.8 ([KMo|). — Soient n > m et f : I'\B" — I"\B™ une application ho-
lomorphe surjective entre quotients compacts. Alors, le lieu des valeurs critiques de f
rencontre toute courbe compacte de T'\B™. En particulier, il contient un diviseur.

Pour montrer ce théoréme, on prend une courbe C' (éventuellement singuliére) sur
["\B™ en supposant qu’elle ne contient pas de valeur singuliére et on commence par
considérer la restriction a f~!(C) de la suite exacte de fibrés définie par le feuilletage F.
Les mémes arguments que précédemment montrent que fjs-1(¢) doit étre une submersion
riemannienne (pour la métrique restreinte) au-dessus de tous les points lisses de C. Puis



SUR DEUX PROBLEMES DE GEOMETRIE KAHLERIENNE 23

des calculs trés similaires & ceux du théoréme 5.6 sur une fibre non singuliére aboutissent
a une contradiction.

La deuxiéme généralisation étend les résultats du théoréme 5.6 au cas d'un réseau I'
non uniforme, si m > 2 (encore une fois, la valeur m = 1 semble jouer un role particulier).

Théoréme 5.9 ([KMo|). — Soient n > m > 2 deux entiers, I' < PU(n, 1) un réseau,
p : I' = PU(m,1) une représentation et f : B" — B™ une submersion holomorphe
p-équivariante. Alors m =n et f € PU(n, 1).

La preuve est la méme que pour le théoréme 5.6, mis a part que, comme X n’est pas
compacte, 'annulation de la classe [(w, — f*w,,)" ™+ € H*»~™+1 (X R) n’entraine pas
immédiatement I'annulation du représentant. L’argument supplémentaire repose sur le
fait que dans les cusps, la métrique w,, sur X a une primitive bornée (par rapport a wy,).

Remarques 5.10. — (1) Le théoréme 5.9 est trivialement faux si on ne suppose pas
m > 2. En effet, il suffit de choisir un réseau cocompact T < PU(1,1), de poser Y =
T\B!, et de prendre pour X la variété Y a laquelle on retire un nombre fini de points. 11
existe alors un réseau I' < PU(1,1) tel que X est biholomorphe a I'\B', mais I'injection
X «—— Y qui est une submersion, n’est pas une isométrie.

(2) Déja dans le cas m = n = 2, le théoréme 5.9 n’est pas trivial. Il implique en particulier
qu'un biholomorphisme local entre quotients de la boule, la source étant de volume fini,
est nécessairement un revétement. Ce résultat avait été montré auparavant par Mok (voir
[Mok1]|) par des méthodes beaucoup plus élaborées.

Enfin, une adaptation du théoréme de rigidité métrique de Mok permet de montrer, en
corollaire des théorémes 5.6 et 5.9, le

Théoréeme 5.11 ([KMo|). — Soient D un espace symétrique hermitien de type non
compact (non nécessairement irréductible), I' un réseau de D, p : I' — PU(m,1) une
représentation et f : D — B™ une submersion holomorphe p-équivariante. Supposons que
m > 2 ou que I' est cocompact. Alors D est biholomorphe a B™ x D', ou D’ est un es-
pace symétrique hermaitien de type non compact, et [ est la projection naturelle sur B™
composée avec un €lément de PU(m,1).

Questions 5.12. — Il reste évidemment beaucoup a faire pour comprendre les applica-
tions entre quotients de la boule. Si la construction de nouveaux exemples semble difficile,
il nous parait intéressant d’étudier les propriétés générales des applications surjectives
entre quotients de la boule, en particulier dans les cas plus abordables ot soit la base est
de dimension 1, soit au contraire les fibres sont de dimension 1. Pour débuter, on peut
méme supposer que l'on a une famille de courbes stables dont ’espace total est uniformisé
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par une boule (c’est le cas dans 'exemple 5.2). Une des principales questions qui se pose
est celle de la présence en général de fibres singuliéres totalement géodésiques.

Il devrait aussi y avoir un lien étroit avec les travaux récents de Moller, Viehweg et Zuo
(voir par exemple [MVZ]). Ainsi, les exemples de Livné fibrent-ils tous sur des courbes
de Shimura. Est-ce un phénomeéne général pour des quotients compacts de la boule qui
fibrent sur une courbe ?

6. Invariant de Toledo et rigidité

Une fois qu’il a été établi que la superrigidité n’était pas valable pour I'hyperbolique
complexe, plusieurs auteurs se sont intéressés aux déformations de représentations par-
ticulieres dites “standard” : si I' < SU(n,1) est un réseau et si m > n, il existe des
plongements holomorphes totalement géodésiques de B dans B™ et ces plongements sont
équivariants pour un homomorphisme de SU(n, 1) dans PU(m, 1) (la représentation in-
duite sur I' est alors dite standard). Les premiers résultats sont locaux, dus & Goldman
(|Go] pour n = 1) et Goldman-Millson (|[GM] pour n > 2) :

Théoréme 6.1 (Goldman, Goldman-Millson). — Soient I" < SU(n, 1) un réseau co-
compact et m > n. Alors les déformations d’une représentation standard sont triviales.

Dans ce contexte, les déformations sont dites triviales si elles sont C-fuchsiennes i.e.
fideles, discrétes, et stabilisent une copie totalement géodésique de B™ dans B™ (tout
comme une représentation standard).

Peu aprés dans [To2], Toledo a utilisé un invariant numérique (déja implicitement défini
dans [Tol]) pour démontrer une version globale du théoréme précédent lorsque n = 1.
Dans le méme temps, Corlette [Col| a traité le cas n > 2 a ’aide d’un invariant semblable.
Commengons par définir I'invariant de Toledo (suivant Burger et Iozzi) dans un cadre plus
général qui nous servira ultérieurement :

Si I' < PU(n,1) est un réseau cocompact et p : I' — Aut(D) une représentation de
I' dans le groupe des biholomorphismes d'un domaine symétrique borné D, il existe une
application p-équivariante f : B® — D (disons de classe C?) car D est contractile. La
2-forme f*wp descend sur X = ['\B" par p-équivariance. On définit alors l'invariant de
Toledo de p par

T(p) == i/ frwp AWt
X

~n!
Ce nombre (en fait la classe [f*wp] € H*(X,R)) est indépendant du choix de f. On a par

ailleurs besoin d’une normalisation pour wp : on conservera celle pour laquelle la courbure

sectionnelle holomorphe de D est pincée entre —1 et —rglp.
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Remarque 6.2. — L’invariant utilisé par Corlette est

1
Tu(p) = m/xf*wn

Sin > 2, on ne peut généralement pas le relier a 'invariant de Toledo défini par Burger
et lozzi. Par exemple, dans le cas des représentations induites par les exemples de Livné,
T(p) # 0 car on dispose par construction d’une application holomorphe p-équivariante
non constante, alors que I'invariant de Corlette est nul car cette méme application holo-
morphe n’est pas de rang maximal. Remarquons que 1'on peut aussi définir des invariants
“Intermédiaires” (pour 1 < k <n) :

= / from Awr

qui dans les cas extrémes correspondent respectivement aux invariants de Toledo et de
Corlette. A priori, ils apportent des informations supplémentaires sur la représentation p
qui pourraient s’avérer intéressantes, mais cette voie n’a pas été explorée.

Théoréme 6.3 (Toledo, Corlette). — Soient m,n deux entiers, I' < SU(n, 1) un ré-
seau cocompact et p : I' — PU(m,1) une représentation. Alors |1,(p)] < Vol(X) (ou
Vol(X) = & [, wi') avec égalité si et seulement si p est C-fuchsienne.

Notons que les méthodes différent chez Toledo et Corlette : le premier utilise la cohomo-
logie bornée alors que le second obtient le résultat en corollaire d’un théoréme d’existence
des applications harmoniques p-équivariantes. On retrouve ensuite le théoréme 6.1 car
I'invariant de Toledo est constant sur les composantes connexes de 1’espace des représen-
tations de I' dans PU(n, 1).

Quelques années plus tard, Burger et lozzi (voir [BI2]) se sont intéressés au méme
probléme mais sans supposer que I' était uniforme. Les difficultés supplémentaires sont
multiples, la premiére étant la définition méme de 'invariant de Toledo. Cependant, si
n > 2, d’aprés un théoréme de Zucker [Zuc| on a une injection en degré 2 de la cohomologie
L? de X dans la cohomologie de de Rham : Hp, (X, R) — Hjp(X,R). Burger et lozzi
montrent que la classe de de Rham qui nous intéresse (voir ci-dessus) est bien dans I'image
de la cohomologie L? ce qui permet de définir I'invariant comme dans le cas uniforme en
calculant I'intégrale avec un représentant L? de [f*w,]. Puis, en utilisant comme Toledo
la cohomologie bornée, mais en perfectionnant sensiblement la méthode, ils montrent
un analogue du théoréeme 6.3. Enfin, avec Maubon, nous avons redémontré ce théoréeme
dans [KMal] en faisant appel cette fois aux applications harmoniques.

Théoréme 6.4 (Burger-lozzi, [KMal|). — Soient m,n deux entiers, I' < SU(n, 1)
un réseau et p : T' — PU(m, 1) une représentation. Supposons que n > 2 ou que ' est
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uniforme. Alors |1(p)| < Vol(X) avec égalité si et seulement si p est C-fuchsienne. En
particulier, il n’existe pas de déformation non triviale d’une représentation standard.

Donnons les grandes lignes de la preuve géométrique.

FEtape 1. Existence d’une application harmonique p-équivariante d’énergie finie de B™ dans
B™.

Dans sa preuve de la superrigidité sur R de PSp(n, 1), Corlette avait montré qu’il existait
une application p-équivariante d’énergie finie en constatant que la rétraction des cusps
sur la partie compacte de la variété quotient était d’énergie finie. Malheureusement, pour
les quotients de B”, cela n’est vrai que pour n > 3. Pour montrer que si n = 2, il existe
tout de méme une application p-équivariante d’énergie finie, nous sommes contraints de la
construire soigneusement “a la main” dans les cusps. Grace au théoréeme 2.2, nous savons
alors qu’il existe une application harmonique p-équivariante d’énergie finie f dés que p(I")
ne fixe pas de point a l'infini dans B™. Mais si ce cas se produit, il est facile de voir que
7(p) = 0 et nous I'excluons donc.

FEtape 2. Plurisousharmonicité de f et borne sur 'invariant.

D’aprés le théoréme 4.1, f est pluriharmonique et en fait, si le rang réel de df est au
moins 3 en un point, f est méme (anti)holomorphe (ceci repose sur le fait que les sous-
algébres abéliennes de p, ot su(m, 1) = €, @ po, sont soit trés petites, soit contenues dans
ptY ou p®!, voir par exemple [CT2]). Or, dans le deuxiéme cas, la borne sur |7(p)]| est
immeédiate par le lemme de Schwarz (elle provient d’une inégalité ponctuelle). Sinon, f est
partout de rang réel au plus 2. On montre alors en utilisant une formule qui apparaissait
déja dans [Tol| que d’une part [f*w,,] est aussi représentée par une classe L? et que
d’autre part nécessairement |7(p)| < Vol(X).

Enfin, dans les cas maximaux (i.e. ceux pour lesquels la borne est atteinte), f est une
isométrie (anti)holomorphe toujours par le lemme de Schwarz. Sachant cela, en utilisant &
nouveau la formule de type Bochner de Mok-Siu-Yeung, on montre que f est totalement
géodésique.

Une fois ce résultat montré, la rigidité des représentations standard suit également car
I'invariant de Toledo est toujours localement constant sur ’espace des représentations de

I' dans PU(m, 1).

Lorsque n = 1 et que I' n’est pas cocompact, la situation change radicalement : Gu-
sevskii et Parker |GP] ont montré que certains réseaux de PU(1,1) admettaient des dé-
formations quasi-fuchsiennes dans PU(2,1). Cependant, au terme d'une correspondance
avec Burger et lozzi, nous avons pu définir un invariant de Toledo pour les représentations
des réseaux de PU(1,1) dans PU(m, 1), et montrer ’analogue du théoréme 6.4 dans ce
cas (ce travail se trouve aussi détaillé dans [KMal|). La différence réside dans le fait que
I'invariant n’est plus localement constant sur I’espace des représentations. Disons quelques
mots sur sa définition.
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Nous construisons une classe dans le groupe de cohomologie a support compact
H?(X,R) de la fagon suivante : comme auparavant, on commence par considérer une
application p-équivariante f de B! dans B™. En général, il n’en existe pas d’énergie finie
et f*w,, vue comme une 2-forme sur X peut ne pas étre L2. Cependant, elle a une pri-
mitive o dans chaque cusp de X (en utilisant des potentiels adaptés), que I'on coupe par
une fonction lisse identiquement nulle sur la partie compacte, et on peut alors considérer
la classe [f*w,, — da] € H2(X,R). On montre qu’elle est indépendante des choix faits et
on définit 7(p) = [, (f*wm — da).

Théoréeme 6.5 (Burger-lozzi, |[KMal|). — Soient m un entier, I' < SU(1,1) un ré-
seau et p : I' — PU(m, 1) une représentation. Alors |17(p)| < Vol(X) avec égalité si et
seulement si p est C-fuchsienne.

Pour ce qui est de I'inégalité sur I'invariant, on procede encore a 1’aide des applications
harmoniques mais on est cette fois contraint de travailler avec des applications d’énergie
infinie comme par exemple dans [JZ|. Les difficultés techniques sont assez importantes,
mais compensées par le fait que la géométrie a l'infini de X est trés simple puisque
dim X = 1 (en fait, méme si application harmonique f est d’énergie infinie, f*w,, est
toujours L? sur X et pour une telle application, 7(p) = [ « /*wm). Signalons enfin que
Burger et Iozzi ont obtenu par leurs méthodes un résultat semblable au notre [BI1].

En conclusion, les déformations des représentations standard de réseaux de PU(n, 1)
dans PU(m, 1) sont donc maintenant bien comprises, ¢’est pourquoi dans la partie suivante
nous nous préoccuperons des représentations dans les groupes de type hermitien de rang
supérieur.



28 VINCENT KOZIARZ

PARTIE III

REPRESENTATIONS DES GROUPES KAHLERIENS DANS LES
GROUPES DE TYPE HERMITIEN

Nous revenons dorénavant sur les représentations des groupes fondamentaux des varié-
tés compactes. Burger et lozzi [BI1] ont montré une inégalité (optimale) sur I'invariant
de Toledo dans une grande généralité. En gardant les notations de la partie précédente :

Théoréme 6.6 (Burger-lozzi). — Soient n un entier, I' < PU(n, 1) un réseau, D un
domaine symétrique borné et p : I' — Aut(D) une représentation. Alors

I7(p)] < rgD - Vol(X).

Pour n = 1, les cas d’égalité ont en outre été caractérisés de fagon satisfaisante par Bur-
ger, Tozzi et Wienhard [BIW]. Cependant, alors que par leurs méthodes de cohomologie
bornée I'inégalité s’obtient assez facilement (aprés un travail préliminaire conséquent), les
cas d’égalité nécessitent une étude séparée dont la complexité augmente avec n et pour
I’heure, aucun résultat ne semble montré par cette voie si n > 2.

A peu prés a la méme période, Bradlow, Garcia-Prada et Gothen (voir [BGG1]| et
[BGG2|) sont arrivés a des résultats proches, toujours pour n = 1, en utilisant cette fois
les fibrés de Higgs associés aux représentations (réductives). Une différence notable est
qu’une fois I'inégalité établie par cette méthode, la caractérisation des cas d’égalité tombe
rapidement. Malheureusement, pour n > 2, c’est cette fois I'obtention de la majoration
sur 'invariant qui apparait trés compliquée.

Dans [KMaz2|, nous avons toutefois réussi a traiter, avec n quelconque, le cas de la
plupart des domaines D de rang 2. Un autre avantage du passage par les fibrés de Higgs est
de pouvoir travailler avec des groupes fondamentaux de variétés kiahlériennes, et non pas
avoir a se limiter & des réseaux d’espaces symétriques hermitiens. Nous avons ainsi expliqué
dans [KMa3| comment définir un invariant de Toledo pour les groupes fondamentaux des
variétés de type général, puis nous avons étendu les résultats de [KMa2| & ce nouveau
cadre.

Rappelons avant de poursuivre qu'une variété complexe compacte X de dimension n
est dite de type général si elle a beaucoup de sections pluricanoniques au sens suivant :
notons Kx = A"T% le fibré canonique de X. Il est bien connu que la dimension de Kodaira
de X 0 ®m

K(X) :=limsup log dim H(X, Kx™)
m——+o0o logm
appartient a {—00,0,1,...,n}. C’est un invariant biméromorphe. On dit que X est de
type général si k(X) = n.
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7. L’invariant de Toledo pour les groupes fondamentaux des variétés de type
général

Les réseaux de PU(n, 1) sont des exemples particuliers de groupes fondamentaux de va-
riétés kahlériennes. Il est en outre bien connu que ces derniers jouissent de propriétés treés
particulieres, qu’ils partagent parfois avec les réseaux. Dans notre contexte, I'une des plus
frappantes est la généralisation du théoréme de rigidité forte de Mostow par Siu [Siul].
Il parait donc naturel de penser que les propriétés de l'invariant de Toledo proviennent
du caractére kihlérien des groupes plutdt que du simple fait qu’ils soient des réseaux de
la boule. Par ailleurs, un théoréme de Mok [Mok2| généralisé par Zuo [Zuo| entraine que
toute représentation linéaire d’'un groupe fondamental de variété kdahlérienne se factorise
(aprés passage éventuel a un sous-groupe d’indice fini) en transitant par un groupe fonda-
mental de variété de type général. Dans un sens, ’étude des représentations linéaires des
groupes kihlériens se limite donc a celle des représentations des groupes fondamentaux
de variétés de type général. Enfin, remarquons que certains groupes kdhlériens, bien que
n’étant pas des réseaux d’espaces symétriques, admettent des représentations linéaires
trés intéressantes. Citons par exemple les groupes fondamentaux des surfaces de Mostow-
Siu [MS] (ou leur généralisation en dimension 3 par Deraux [Derl]|) qui se représentent
par construction dans PU(2,1) (ou PU(3,1)).

Pour ces raisons, nous avons étendu la définition de I'invariant de Toledo aux groupes
fondamentaux des variétés de type général. Ceci est rendu possible par les derniers dé-
veloppements du Programme du Modéle Minimal comme nous allons le voir. Mais avant
tout, il est utile de remarquer que la classe de de Rham de degré 2 qui permet de calculer
I'invariant de Toledo est la classe d'un fibré en droites (a une constante prés). SiD = G/K
est un domaine symétrique borné, son dual compact a un groupe de Picard isomorphe
a Z dont le générateur “positif” se restreint en un fibré en droites £ sur D. En général,
G n’agit pas sur £ mais c’est toujours le cas d’un revétement fini G (pas nécessairement
le revétement universel). En outre, si X est une variété compacte et p : m(X) — G une
représentation, il existe un sous-groupe de 7 (X) d’indice fini sur lequel p se reléve a G
(on suppose donc maintenant que G = é) Ensuite, il suffit de prendre une application
p-équivariante f du revétement universel X de X dans D et de tirer en arriére le fibré £
par f. Finalement, f*£ descend sur X pour donner un fibré en droites L, et la classe en
question est sa premiere classe de Chern ¢;(L,).

Il est clair maintenant que 'invariant de Toledo de p tel que défini dans la section 6 est,
a une constante pres, le degré de L, calculé avec la polarisation canonique du quotient de
la boule. Mais, sur une variété de type général X, le diviseur canonique n’est ni ample, ni
méme numériquement effectif en général. Cependant, d’apres les travaux de Birkar, Cas-
cini, Hacon et McKernan [BCHM], X admet un modéle canonique X,, i.e. un espace
analytique complexe normal qui lui est biméromorphe et sur lequel le diviseur canonique
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Kx,,, est Q-Cartier et ample. Une désingularisation de X.,, a un groupe fondamental
canoniquement isomorphe a 71 (X) de sorte que I'on peut remplacer X par cette désingu-
larisation et supposer que ’on a un morphisme ¢ : X — X.,,. La polarisation que nous
utilisons sur X est le Q-diviseur semi-ample ¢*Ky_, . Nous définissons donc 'invariant
de Toledo par

7(p) := deg o Kxonn (L,) = / ci(Ly) A cl(go*KXcan)”_l.
X

Dans le cas de B", il est égal a ’ancien invariant de Toledo & une constante explicite
prés, et on vérifie aisément dans le cas général qu’il ne dépend pas de la désingularisation.
Il peut méme étre défini sur le modéle X initial en utilisant les travaux de Boucksom
dans sa thése et leur généralisation dans [BDPP|. Le théoréme principal de [KMa3|,
généralisant [KMa2| devient alors (nous notons ici rg G le rang réel de G, c’est-a-dire le
rang de 'espace symétrique associé) :

Théoréeme 7.1 (|[KMa3|). — Soit X une variété de type général de dimension n > 2 et
501t Xcan son modéle canonique. Soit G = SU(p,q) avec1 < q <2 etp > q, G = Spin(p, 2)
avec p > 3, ou G = Sp(2,R). Finalement, soit p : m(X) — G une représentation. Alors
linvariant de Toledo de p vérifie linégalité

n

K
< G . Xcan .
()| < 1 G - e

L’égalité a lieu si et seulement si G = SU(p,q) avec p > qn et s’il existe un plongement
propre (anti)holomorphe p-équivariant du revétement universel de Xiu, sur une copie
totalement géodésique de B™ dans l’espace symétrique associé a G, de courbure sectionnelle
holomorphe induite —1/q. En particulier, le modeéle canonique de X est lisse et uniformisé
par B™, et la représentation p est discréte et fidele.

L’inégalité est évidemment la méme que celle de Burger-lozzi lorsque les situations
considérées sont identiques. Pour aider a la compréhension du théoréme, nous donnons un
exemple de plongement holomorphe totalement géodésique de B™ dans I'espace symétrique
associé a SU(p, q) (avec p > gn), de courbure sectionnelle holomorphe induite (maximale)
—1/q (voir aussi I'exemple 3.3 pour les notations) :
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z 0 0
0 z 0
21
2 oo T
fmaz 2= . —Z =100 --- =z
: 00 --- 0
Zn
00 --- 0

En outre, & composition par un élément de SU(p, ¢) prés, ce plongement holomorphe est

unique et il est aussi caractérisé par le fait que .. wp = qw,.

8. Utilisation de l’espace des modules des fibrés de Higgs polystables

Commencons par mettre de coté les représentations non réductives, i.e. celles pour
lesquelles le théoreme 2.2 ne s’applique pas. En fait, on peut “semi-simplifier” une telle
représentation et, en tout cas dans les hypothéses du théoréme 7.1, montrer que son
invariant de Toledo est strictement plus petit que la borne indiquée.

Si p est réductive, rappelons (voir section 4) que I'on peut lui associer une application
p-équivariante pluriharmonique f, puis un fibré de Higgs E. Dans notre situation, ce
dernier a des structures supplémentaires. Pour simplifier, nous n’exposons que le cas de
SU(p, ¢) mais la situtation est trés similaire pour les autres groupes de type hermiten.

Sur 'espace symétrique D associé, nous avons la suite exacte de fibrés

0— S5 —CMf7—Q—0

ou CPT1 est le fibré trivial et S le fibré tautologique (de rang ¢q). Le groupe G = SU(p, q)
agit sur cette suite exacte, et lorqu’on la tire en arriére par f, elle descend sur X en une
suite exacte

0 —W —F—V —N0.

En outre, W et V sont deux sous-fibrés holomorphes de E pour la structure 0. Par ailleurs,
comme Hom(S, () s’identifie au fibré tangent holomorphe de D, le champ de Higgs 0 se
décompose en une somme § = & v ou 3 € QL (Hom(W,V)) et v € Q% (Hom(V,W))
correspondent aux parties (1,0) et (0,1) de d'f.

Ce fibré de Higgs est polystable pour toute polarisation par une forme kadhlérienne sur
X (voir section 4). Cependant, dans toute la suite nous utiliserons la polarisation donnée
par ¢*Kx,_ . En principe, vu que ¢*Kx__ n’est pas ample, I/ est seulement ¢*Kx_ -
semi-stable, mais il est facile de montrer que p*Kx,_  est “suffisamment positif” pour
entrainer la polystabilité de £. Notons aussi que le fibré L, dont le degré est I'invariant
de Toledo n’est autre que le déterminant AW de W. Un autre ingrédient essentiel est la
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semi-stabilité du fibré tangent Tx (au sens classique) toujours pour la méme polarisation
comme montrée par Enoki [En].

Enfin, par les travaux de Simpson ([Sim2a| et [Sim2b]|), on dispose de l'espace des
modules M des fibrés de Higgs polystables, muni d’une action de C*, qui consiste sim-
plement a garder la méme structure holomorphe sur E et & multiplier le champ de Higgs
par t € C*. Le point clé est que si 'on fait tendre ¢ vers 0, on obtient un nouveau fibré
de Higgs (dont le fibré C*° sous-jacent est encore isomorphe & E), muni d’une nouvelle
structure complexe (telle que V' et W sont toujours des sous-fibrés holomorphes) et un
nouveau champ de Higgs. C’est un point fixe de I'action de C* i.e. dans la terminologie
de Simpson un systéme de fibrés de Hodge. Cela implique ici que V et W se scindent
holomorphiquement V' = &,;V; et W = &, W, et que le champ de Higgs se décompose aussi
en 3 = ®;8;, v = By, de sorte que 3; : W; — Vi @ Q% et v : V; — W; @ QL (avec la
convention V; = W; = 0 si i assez grand).

Comme les fibrés C'*° sous-jacents sont les mémes, l'invariant de Toledo, qui est aussi
le degré de W, est resté inchangé. On peut donc montrer la borne sur 'invariant sur ce
nouveau fibré de Higgs. Son champ de Higgs est plus simple mais malheureusement, si
rg W = q > 3, ce n’est pas suffisant, ce qui explique les restrictions dans I’énoncé du théo-
réme 7.1. Notons que Klingler [K11] et Reznikov [Re| étaient déja tombés précédemment
sur des problemes du méme type.

Le lecteur remarquera aussi dans la suite que, bien que n’étant a priori qu’une réécriture
de la pluriharmonicité, le langage des fibrés de Higgs polystables est beaucoup plus adapté
a notre propos. Il permet en particulier d’exploiter plus facilement les objets holomorphes
hérités d'une représentation réductive.

9. Esquisse de la preuve du théoréme 7.1

Puisque ¢ < 2, la partie W du systéme de fibrés de Hodge peut se scinder en deux
fibrés en droites, c’est le cas le plus compliqué que nous ne traiterons pas. Sinon, en
faisant éventuellement des regroupements, V = V; & V5 et les seules parties du champ de
Higgs qui peuvent apparaitre sont v, : Vi — W®Qk et §: W — V,®Q% (nécessairement
2 = 0). Le raisonnement que nous allons faire est d’ailleurs valable pour ¢ quelconque, a
la condition que W ne se scinde pas.

Soit F C W le faisceau déstabilisant maximal de W (en particulier, il est semistable).
On consideére la restriction de 3, Gr : F ® Tx — V5. Puisque 7, est nul, F ® Im Gr est
un sous-faisceau f-invariant de F donc degIm Sz < —deg F. Le produit tensoriel de deux
faisceaux semi-stables est semi-stable donc pu(F) 4+ u(Tx) = u(F@Tx) < p(Im Bx) ce qui
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implique que (rg 87 + rg F)u(F) < rg Br u(2y). Par conséquent,
rgfBr  degQy _ ¢

q Kn
rgBr+18F n n+1

deg W < qu(F) < ¢ 1 e

deg Q} =

(la derniére inégalité provient de rg B < nrgF), ce qui donne la borne supérieure sur
I'invariant de Toledo. La borne inférieure est obtenue de la méme maniére en dualisant le
fibré de Higgs.

Supposons maintenant que l'invariant soit maximal. On obtient tout d’abord en analy-
sant les calculs précédents que W est semi-stable, deg W+deglm 3 =0et §: WRTx — V5
est génériquement injectif. Mais comme la semi-stabilité est une propriété ouverte, le fibré
W correspondant a la représentation initiale (avant la déformation par I'action de C*) est
également semi-stable. On peut ensuite reprendre les arguments ci-dessus (en prenant
F = W et en utilisant que W @ Im [ est f-invariant) et on arrive aux mémes conclusions
sur le fibré de Higgs avant déformation.

La relation [0, 0] = 0 ajoutée a l'injectivité générique de [ implique facilement que ~y
est identiquement nul, car n > 2, donc que f est (génériquement immersive) holomorphe.
Lorsque X = B, le lemme de Schwarz implique alors que l'on a ponctuellement sur
X légalité f*wp = qw,. Par l'unicité de f,., ci-dessus, on obtient que f = fru (&
composition par une isométrie prés) et le théoréme est montré.

Sinon, par un raffinement d’un argument d’Eyssidieux et Mok [EM], on montre que
quitte & composer par un élément de SU(p,q), f envoie X dans l'image de fnas. De
plus, application holomorphe f se factorise par le revétement universel Xean du modéle
canonique qui est normal. Il suffit ensuite de voir que Papplication qui va de X, dans
la copie totalement géodésique de B™ C D est un biholomorphisme local. Les arguments
reposent essentiellement sur I’amplitude du diviseur canonique du modéle canonique. Nous
renvoyons a [KMa3| pour les détails.

Remarque 9.1. — Avant de conclure cette section par quelques questions, faisons un
commentaire sur la raison pour laquelle la méthode utilisant les fibrés de Higgs aboutit
facilement sur les courbes, sans restriction sur le rang de D (|BGG1]). Cela est simplement
di au fait que le fibré tangent Tx est alors inversible. En effet, dans ce cas, on peut
par exemple considérer, sans déformer F, 'image I de f: W — V ® Kx. On a [ ~
W/Ker (3 et deg Ker # < 0 car Ker [ est trivialement #-invariant. Ensuite, le sous-faisceau
W o I®Ky' CFE est aussi f-invariant donc

degW < —(degW — degKer f +rgldegTx) < —degW +rgldeg Ky

et la borne, ainsi que la caractérisation des cas maximaux, en découle immédiatement.
Evidemment, ce raisonnement ne peut plus étre fait si n > 2.
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Remarque 9.2. — Nos travaux sur les majorations de I'invariant de Toledo (souvent
appelées inégalités de type Milnor-Wood) semblent avoir un lien direct avec d’autres
inégalités dites de type Arakelov, notamment celles étudiées dans les travaux récents de
Méller-Viehweg-Zuo (voir 'article de survol écrit par Viehweg [Vi], ainsi que les références
qui y sont indiquées). En particulier, nous avons aussi montré dans [KMa2| que sous les
hypothéses du théoréme 7.1 avec G = SU(p, q) et X quotient compact de B™, 7(p) vérifie
I'inégalité de type Arakelov

r(p)] < 2L B
S ptgqg n

Questions 9.3. — (1) On peut conjecturer (disons dans le cas de SU(p,q)) que I'ana-

logue du théoreme 7.1 est vrai pour n > 2 et sans restriction sur p et ¢. L’idée de
déformer la représentation de départ par ’action de C* sur M n’est malheureusement
pas suffisante en I’état pour traiter les cas ¢ > 3. Dans [BGG1], il est montré que si
n = 1, dans chaque composante connexe de M il existe un fibré de Higgs binaire, ce
qui signifie que § = 0 ou v = 0. Il est naturel de se demander si cela reste vrai pour
n > 2. Si tel était le cas, le théoréme général en découlerait. Cependant il faudrait,
pour montrer cela, pouvoir continuer a déformer les systémes de fibrés de Hodge qui
ne sont pas binaires. Sur une courbe, cela est rendu possible par une utilisation de la
formule de Riemann-Roch mais en dimension supérieure cette derniére ne semble pas
donner d’information exploitable. Y a-t-il d’autres moyens de déformer un systéme de
fibrés de Hodge non binaire ?

Dans une autre direction, remarquons que 1'on peut supposer (au moins dans le cas
ou Kx est ample) que n = 2 en prenant des sections hyperplanes et en utilisant le
théoréme de Lefschetz (en vertu duquel le groupe fondamental sera inchangé). Le
nouveau fibré de Higgs est la restriction du précédent a la surface, mais le fait que
T'x soit maintenant de dimension 2 simplifie la combinatoire du champ de Higgs et
on peut espérer mieux le comprendre (en particulier les implications de la relation
[0,0] =0).

En prenant encore une section hyperplane, on peut méme aller jusque n = 1 mais on
n’a plus qu'une surjection 7 (C') — m1(X) et les représentations maximales de 71 (C')
ne sont jamais induites par des représentations de m(X) car elles sont injectives. Il
serait intéressant d’étudier simultanément I'incidence du passage de X a C' au niveau
des groupes fondamentaux et des fibrés de Higgs (et donc évidemment de l'invariant
de Toledo).

La méthode de la partie suivante pourrait conduire & une nouvelle approche sur I'in-
variant de Toledo via les applications de périodes (cf. questions 12.2). Elle repose sur
I’espoir que chacun des fibrés W; d’un systéme de fibrés de Hodge ait un degré qui vé-
rifie individuellement la borne, de sorte qu’aprés avoir sommé les bornes on obtienne
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la majoration désirée de deg W. Plus précisément, a-t-on |deg W;| < % K% pour
tout 7

Dans [K12|, Klingler a montré par des méthodes “a la Weil” que la rigidité locale de
certaines représentations standard (non maximales) de réseaux I' < SU(n, 1) dans
SU(n 4 p, 1+ q). On peut se demander si plus généralement c’est vrai pour les repré-
sentations dans SU(kn + p, k + ¢) induites par le plongement “diagonal” de k copies
de SU(n, 1), avec k > 2. Y a-t-il une approche possible par les fibrés de Higgs dans
I’esprit des travaux que nous venons d’exposer ?

Indépendamment de l'invariant de Toledo, l'existence du plongement holomorphe
“maximal” f,,, ci-dessus, ainsi que la question 5.4 (1) de Siu, aménent a la question
suivante : existe-t-il des immersions holomorphes f : '\B" — A\D entre quotients,
ou D est un domaine symétrique borné associé a SU(p,q) avec pg > n > p > q et
[ cocompact ? La réponse pourrait étre négative. Une maniére d’étudier le probléme
serait d’utiliser la structure du bord de D, a la fagon de Tsai dans [Ts|. Des questions
semblables ont été abordées dans plusieurs papiers de Mok mais en général avec une
source de rang au moins 2.
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PARTIE IV
SUR UNE CONJECTURE DE CARLSON ET TOLEDO

10. Enoncé de la conjecture et premiers résultats

Il est bien connu que tout groupe infini de présentation finie ne peut pas étre le groupe
fondamental d'une variété kéhlérienne compacte (nous renvoyons a [ABCKT| pour un
panorama détaillé du sujet). Par exemple, la théorie de Hodge fournit immédiatement
des restrictions sur la cohomologie des groupes kihlériens en degré 1; en effet, si X est
une variété kithlérienne compacte, dim H' (7 (X), Q) = dim H'(X, Q) est nécessairement
pair. Dans cette partie, nous allons nous intéresser a une conjecture de Carlson et Toledo
qui porte sur le deuxiéme groupe de cohomologie d'un groupe kihlérien.

Conjecture 10.1. — Soit X wune variété kdihlérienne compacte. Supposons que m1(X)
est infini. Alors H*(m(X),Q) # 0.

Dans la suite, X sera une variété kdhlérienne compacte et I' = m(X) son groupe
fondamental. Pour les courbes complexes de genre au moins 2, ou plus généralement pour
les variétés uniformisées par un domaine symétrique borné, la conjecture est évidente
puisque dans ce cas, le revétement universel est contractile donc H*(T',Q) ~ H?*(X,Q)
et ce dernier contient la classe d’un fibré ample. En général, elle semble hors de portée
mais au vu des exemples précédents, on peut commencer par s’intéresser aux groupes
fondamentaux admettant des représentations non triviales dans des groupes linéaires. Par
exemple, Reznikov |Re| a remarqué que si I' admet une représentation p non rigide (au
sens de Simpson [Sim1]) dans SL(m, C) pour un certain m > 1, alors la conjecture est
vraie. La (courte) preuve utilise la non-annulation de H'(T'; Adp) combinée au théoréme
de Lefschetz difficile pour les systémes locaux (da & Simpson).

On suppose donc dorénavant que I' admet une représentation p irréductible, réductive,
rigide (non bornée) i.e. que le fibré de Higgs est associé a une représentation dans un
groupe G = PU(p, q), et que c’est un systéme de fibrés de Hodge.

Au niveau de l'application pluriharmonique p-équivariante f : XD, oaD~G /K
est le domaine symétrique borné associé a PU(p, q), cela signifie qu’elle se factorise par une
application holomorphe & valeurs dans un domaine de périodes du type D = G/V avec
V' C G sous-groupe compact de GG contenu dans le compact maximal K. Plus exactement,
il existe une application holomorphe fy : X — D telle que f = 7o fy,ou 7w : D — D
est la projection. La structure complexe sur G/V est héritée de celle de la variété de
drapeaux G¢/Q ou G¢ = PGL(p + ¢,C) et Q C G est un sous-groupe parabolique tel
que GNQ =V, G/V pouvant étre vu comme la G-orbite (ouverte) de eQ) dans G¢/Q. Si
V ¢ K, la projection 7 n’est jamais holomorphe.
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Le fibré tangent a D se décompose en une somme directe C®, Tp = T% & Th ot le
premier est le tangent wvertical i.e. le tangent aux fibres de 7 et le second est le tangent
horizontal, son supplémentaire orthogonal pour la métrique G-invariante sur D. Il est
important de noter que la distribution horizontale n’est pas intégrable. En outre, il existe
un sous-fibré holomorphe Hp de T, contenu dans T, que 'on appellera le superhorizontal
et dans lequel la différentielle dfy de fy prend ses valeurs (car fy satisfait la condition de
transversalité de Griffiths). On dira que fy est superhorizontale. Nous renvoyons a [Gri],
|GS]| et [BR| pour plus de détails.

Sur D se trouvent un certain nombre de fibrés en droites G-homogénes. L’idée est d’uti-
liser la premiére classe de Chern de I'un de ces fibrés pour créer une classe dans H?(T', Q).
Prenons par exemple le fibré canonique Kp de D. D’aprés [GS], sa courbure dans les di-
rections horizontales est strictement positive. Donc, comme fj est holomorphe, fjKp est
un fibré a courbure semi-positive (non identiquement nulle car fy n’est pas constante si p
n’est pas bornée) qui descend sur X en un fibré que I’on notera L, et définit donc une classe
non nulle dans H?(X, Q). Cependant, on a une inclusion naturelle H*(T', Q) — H*(X,Q)
et la question est de savoir si ¢;(L) est dans I'image de cette inclusion. Il se trouve que
c’est équivalent & l’assertion suivante : quelle que soit I’application continue o : S? — X
(ot S? est la sphére de dimension 2), ¢;(0*L) = 0. Une fagon de vérifier cette assertion
serait évidemment de montrer que I'application induite par fj entre les deuxiémes groupes
d’homotopie fy, : m(X) ~ m(X) — m(D) est nulle, mais le théoreme 12.1 ci-dessous
donne plutot le sentiment que cette assertion pourrait étre fausse en général.

Notons enfin que lorsque le domaine de périodes est I'espace symétrique (i.e. D = D),
cette derniére assertion est trivialement vraie puisque D est contractile. Reznikov avait
quant a lui traité dans [Re| quelques autres cas particuliers de domaines de périodes pour
lesquels une stratégie similaire s’appliquait.

11. Systémes de fibrés de Hodge avec un sous-fibré de rang 1

Dans les cas ot le domaine de périodes D est d'un type particulier, nous avons montré
avec Klingler et Maubon qu’'une adaptation de la méthode ci-dessus aboutit a la conjecture
de Carlson-Toledo.

Notons A la forme hermitienne de signature (p, q) sur CP™? que préserve U(p, q). Tout
compact V' comme ci-dessus est isomorphe a P(U(rg) x U(ry) x --- x U(rg)) ou les r;
sont des nombres strictement positifs tels que >, 79 = p et Y. roir1 = ¢. Le domaine de
périodes D = G/V classifie les décompositions h-orthogonales CP*4 = Ey @ By & - - - B Ey,
telles que dim E; = r; et (—1)hyg, > 0.

Théoréeme 11.1 ([KKM]|). — Awvec les méme hypothéses que précédemment, supposons
que m; = 1, pour un certain 1 <i <k —1. Alors H*(T',Q) # 0.
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L’application holomorphe fj induit sur X un fibré de Higgs plat E' de rang p+q, qui est
un systéme de fibrés de Hodge i.e. il admet une décomposition holomorphe £ = @?ZOEJ-
et le champ de Higgs 6 se décompose en 6 = @&,60; ou §; : E; — E; 11 Q) (avec la conven-
tion Ey1 = 0). Rappelons que 6 vu comme une section de Hom(7'y, ®;Hom(E;, Ej1))
s’identifie a la différentielle de fj.

La preuve du théoréme repose sur l'observation suivante : si r; = 1, on déduit de la
relation [0,0] = 0 que 6, : E; ® Tx — E;;1 est de rang générique 1 (le rang ne peut pas
étre nul car cela signifierait que le systéme de fibrés de Hodge se scinde en deux, alors
que 'on a supposé que la représentation est irréductible). L’idée consiste alors a utiliser
la projection v du domaine D dans la grassmannienne des (rg + - -+ + r;)-plans G¢ /@,
ot () C G est un sous-groupe parabolique maximal contenant (), ou plus précisément
dans la G-orbite Z de eQ)’. Dans la terminologie de [FHW], Z est une orbite ouverte
mesurable. Par ailleurs, la projection v : D — Z est holomorphe et le fait que 6; est de
rang 1 implique que I'application holomorphe g = vo fy : X — Z est de rang 1. Les fibres
de cette application sont donc de codimension pure 1 et on peut appliquer un théoréme
de Kaup [Gra| d’aprés lequel il existe une courbe lisse C' et des applications holomorphes
G: X —C,¢:C— Ztelles que g = ¢ o g.

La courbe C' ne peut pas étre isomorphe a P'. En effet, d’apres [FHW], il existe
sur Z une fonction ¢ dont la forme de Levi est strictement positive dans les directions
tangentes a g. Par conséquent, L£(¢*p) = ¢*L(p) est génériquement positive puisque ¢
n’est pas constante, ce qui est impossible si C' est compacte.

Finalement, on peut appliquer la méthode décrite dans la section précédente en prenant
g"Ky a la place de fyKp. En effet, la restriction de g*K; a toute 2-sphére de X est
clairement topologiquement triviale puisque ¢ se factorise a travers C' qui est asphérique,
et par [FHW]| K est & courbure strictement positive dans les directions tangentes a g.

12. Sphéres horizontales dans les domaines de périodes

Nous montrons aussi que lorsque I’hypothése du théoréme 11.1 n’est pas vérifiée, un
ensemble de générateurs de my(D) est représenté par des sphéres superhorizontales. Evi-
demment, cela n’exclut pas la possibilité que pour une application holomorphe superho-
rizontale fy : X — D, DPapplication fo, induite entre les deuxiémes groupes d’homotopie
soit nulle, mais notre résultat montre qu’il existe de réelles obstructions.

Le deuxiéme groupe d’homotopie (D) est isomorphe & ZF~1 (voir [BR]). Il est en-
gendré par des sphéres verticales

S = PU2)/P(U(1) x U(1)) € PU(ri_y + 111)/P(U(ri1) x U(ri)) € G/V

ou 1 < i < k — 1. Cependant, une application du h-principe de Gromov (voir par
exemple [Pa2|) montre que ces sphéres sont souvent homotopiquement équivalentes a
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des sphéres superhorizontales o; : S? — D (i.e. o; est de classe C', et do; : Ts2 — Hp).
Plus précisément,

Théoréme 12.1 ([ KKM]). — Pour tout 1 < i < k — 1, la sphére 3; est homotopique-
ment équivalente a une sphére superhorizontale dés lors que r; > 2.

Pour ce qui est de la preuve de ce théoréme, un argument topologique assez simple
montre que le h-principe s’applique dans le domaine de périodes PU(p, 2)/P(U(1) x U(p) x

U(1

)) dés que p > 2 (mais pas si p = 1). Ensuite, si r; > 2, on peut plonger

PU(2,2)/P(U(1)x U(2) x U(1)) € PU(Fi_1 +7ip1,75) /P(U(ri_1) x U(r) x U(riz1)) € GV

de sorte que les fibrés (super)horizontaux et verticaux soient respectés par le plongement.

Questions 12.2. — (1) Méme lorsque le systéme de fibrés de Hodge associé a la repré-

sentation rigide n’a pas de sous-fibré de rang 1, on peut évidemment de la méme
maniére que pour le théoréme 11.1 projeter holomorphiquement le domaine de pé-
riodes sur différentes grassmanniennes. Est-il possible que I'image de la composée
d’une de ces projections avec fp ne contienne pas de sphére non homotopiquement
triviale 7 Ceci impliquerait la conjecture de Carlson-Toledo dans le cas linéraire sans
restriction.

Comme nous 'avons déja suggéré dans les questions 9.3, cette méthode de pro-
jection pourrait aussi donner des résultats sur 'invariant de Toledo car elle permet
d™isoler” une partie #; du champ de Higgs des autres. Ensuite, des calculs de courbure
sur Z pourraient par exemple permettre de donner des estimations des degrés de F;
et £;,1 (dans les notations de la section présente).

Nous avons étudié et montré I'existence de sphéres horizontales non homotopiquement
triviales dans un domaine de périodes G/V essentiellement lorsque G = PU(p, q).
Cependant, si G est un autre groupe de type Hodge (dans la terminologie de Simpson),
on peut aussi montrer qu’il en existe, au moins dans des cas particuliers. Il serait
naturel d’avoir un critére général, avec une preuve qui évite un traitement au cas par
cas, pour l'existence de sphéres horizontales qui représentent une classe d’homotopie
donnée dans un domaine de périodes quelconque, avec des conditions adéquates sur
la variation de structures de Hodge E.

Par ailleurs (dans les notations du théoréme 12.1), est-ce que ¥; est homotope ou non
a une spheére horizontale lorsque r; = 17 Pour cette question, on est amené a étudier
la situation en apparence simple ou D = PU(2,1)/P(U(1) x U(1) x U(1)) (i.e. on
considére des drapeaux complets de C?). Dans ce cas, mo(D) ~ Z mais nous ne savons
pas si le générateur peut étre représenté par une sphére horizontale (en particulier,
le h-principe tel que nous l'utilisons ne s’applique pas). Pour compléter nos résultats
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sur le deuxiéme groupe d’homotopie des domaines de périodes associés aux groupes
PU(p, q), il serait essentiel de répondre a ce probléme.
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PARTIE V
EXTENSION DE CLASSES DE COHOMOLOGIE AVEC ESTIMATIONS

13. Problématique

Cette partie est indépendante des précédentes. Dans notre thése, nous nous étions
intéressés aux théorémes d’annulation de la cohomologie sur les variétés kidhlériennes en
vue notamment de les appliquer & certaines variétés g-convexes (dans l'esprit de [Dem1]).
Ces travaux, qui utilisaient la théorie L? initiée par Hormander, puis développée par
beaucoup d’autres parmi lesquels Siu et Demailly, avaient fait 'objet d’une note [Kol|.
Récemment, nous nous sommes & nouveau intéressés a des problémes connexes.

Plus précisément, on se place dans le contexte suivant : soit X une variété kidhlérienne,
Y C X une sous-variété complexe et L' — X un fibré en droites sur X. On considére le

Probléme 18.1. — Soit [ une section lisse et D"-fermée de A%9T% @ L' sur'Y satisfai-
sant une certaine condition L?. Peut-on trouver une extension lisse et D"-fermée F de f
a X avec une bonne estimation L? de F sur X ?

Le premier résultat dans ce sens est un célébre théoréme d’Ohsawa et Takegoshi [OT],
lorsque Y est un hyperplan d’'un domaine pseudoconvexe borné de C", L’ le fibré trivial et
q = 0. Plus tard, Manivel [Man| a généralisé ce théoréme (voir aussi la preuve simplifiée
de Demailly [Dem2]|) avec pour hypothéses : X est une variété faiblement pseudoconvexe,
Y le lieu des zéros d’une section d’'un fibré hermitien de rang r sur X, ' = Kx ® L ou
L est un fibré en droites hermitien dont la courbure satisfait des propriétés de positivité
appropriées et ¢ = 0. Ces théorémes ont eu de nombreuses applications, ils interviennent
par exemple dans la preuve de 'invariance des plurigenres par Siu [Siu4].

Pour ¢ > 1, la méthode employée par Manivel pose des problémes techniques qui
portent sur la régularité des (0, ¢)-formes. Dans [Dem2]|, Demailly propose une approche
pour surmonter ces difficultés mais les arguments complets ne semblent pas étre parus.
C’est pourquoi, dans [Ko2]|, nous considérons le probléme de I'extension de g-classes de
cohomologie, plutot que de représentants. Dans ce contexte, les situations ot X est Stein
sont sans intérét puisque HY(Y,L') = 0 pour toute sous-variété Y de X. Les domaines
naturels d’application de notre résultat seront plutot les cas o X est compacte, ou une
famille de variétés kidhlériennes compactes paramétrée par un disque.

Théoréeme 13.2 (|[Ko2|). — Soient (X,w) une variété kihlérienne faiblement pseudo-
convexe de dimension n et Y C X le diviseur des zéros d’une section holomorphe
s € HYX,E) d'un fibré en droites hermitien (E,hg); on suppose que Y est compact
et non singulier. Soit L un fibré en droites muni d’une métrique hermitienne lisse hy, telle
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que
(1) \/—1 (L) + v—=1d'd" log |s> > 0,

(2) vV—16(L )+ V—1d'd"log|s|* > o 'vV/—10(E) pour un certain o > 1,
(3) |s]” < e

sur X. Soit 0 < k < 1 et soit Q@ C X un ouvert relativement compact contenant Y .
Alors, pour tout ¢ > 0 et toute (0,q)-forme lisse f sur'Y, D"-fermée et a valeurs dans
Kx ® L, il existe une extension lisse F de f a Q en tant que classe de cohomologie (i.e.
[Fiy] =[fl€ H(Y,Kx ® L)) telle que

FE I
<< Vi,
(@) / PGS  Jasp Y

ot C' est une constante numérique ne dependant que de ), E, L et q.

Remarquons que contrairement au cas des (0, 0) formes, la constante C' n’est pas “uni-
verselle” (voir aussi la fin de la section suivante) mais qu'un point essentiel pour des
applications éventuelles est son indépendance vis-a-vis de Y.

14. Esquisse de la preuve du théoréme principal

La preuve du théoréme 13.2 s’appuie sur la stratégie de Demailly. Nous supposons pour
simplifier que X est compacte, de sorte que 'on peut prendre 2 = X. Pour commencer,
on étend la forme f au voisinage de Y en une (n,q)-forme C* que 1'on note foo, de
sorte que \foo| = |f| en tout point de Y, D”fOO = 0 en tout point de Y, et s 1D”fOO
EF(X, ATy @ L@ Ox(=Y)), ie. de classe C*, pour k assez grand (3 determlner plus
tard).

Ensuite, on fixe une function 6 : R — [0, 1], C*° a support dans | — 0o, 1], telle que
0 =1sur]—o0,1/2] et [#'] <4, et on considére 'extension tronquée de f

fo = 0 s) fos

A T'aide d’une inégalité a priori (dérivée de l'identité de Bochner-Kodaira-Nakano clas-
sique) due essentiellement a Ohsawa, on obtient pour tout 7 > 0 et tout € > 0 assez petit,

des solutions de I'équation D"u. , +y*/?w., = D" f. sur X vérifiant

/ B +/ [w ”|2dv <i/ 9’(' |2) | fool? AV,
X\Y |3|2(776+)\e) X\Y |S|2 g2 X\Y g2 ’

ou 7. et \. sont des fonctions strictement positives scrupuleusement choisies de fagon a

ce que l'inégalité a priori puisse étre utilisée. Notons que lorsque ¢ tend vers 0, le terme
2

de droite de I'inégalité tend vers une constante explicite fois fY %dvy’w. Pour tout k, en
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utilisant des calculs de McNeal et Varolin [MV], on montre que 'on peut faire en sorte
que

4
k(|s|? +&2)s
L’astuce de Demailly consiste alors a remarquer que I’équation entre formes a valeurs
dans Kx @ L ® Ox(-Y)

D//( u€7> + 1/2 s 1w€ﬂ _ S—lD//J"E;

est vérifiée sur X entier car les formes impliquées ont les bonnes propriétés d’intégrabilité
prés de Y. En outre, en utilisant un résultat de densité et le fait que s~'D" f. est de classe
C*, on peut supposer que t. . := s u., et r., := y/2s7lw, , sont aussi de classe C* et
vérifient (& peu de choses prés) 'inégalité :

E/ st dv, + = /|r5 2dV, <_/ 9' IsP ‘2 | fool 2 AV,
4 Jx (sf? 2= '

L’idée naturelle est de faire tendre v et ¢ vers 0 et de prendre des limites faibles : on a
f. — st — F, r., — 0 mais le poids devient singulier a la limite et, puisque ¢ > 1, on
n’est pas assuré que F' (qui vérifie cependant D" F = 0) est suffisamment réguliére pour
qu’elle prolonge f en un sens raisonnable.

C’est, pourquoi nous contournons le probléme en utilisant un isomorphisme de Leray
“effectif” d’une maniére semblable & Siu dans [Siu2|. De cette fagon, en résolvant lo-
calement (i.e. en utilisant un recouvrement fixé & de X par des ouverts de Stein) des
D"-équations par les méthodes L? classiques de Hormander, nous obtenons des cochaines
Cery € CUU,O(Kx®L)) qui correspondent a f. — st. . En outre, les (., sont de classe C"
si k ci-dessus est choisi assez grand, leur restriction a Y sont des cocycles représentant la
méme classe que celle de f via l'isomorphisme de Leray, et leur norme L? pour un poids
adapté est controlée. Cette fois, on peut faire tendre v et € vers 0. On obtient a la limite
un cocycle ¢ € Z9(U,O(Kx ® L)) (car le cobord de (., tend vers 0 tout comme r, ) et
bien que le poids devienne singulier lorsque ¢ tend vers 0, ¢ est lisse par ellipticité de D"
en bidegré (0,0). Pour finir, on revient a une (0, ¢)-forme a valeurs dans Kx ® L de fagon
classique en utilisant une partition de I'unité subordonnée a U.

Notons pour conclure que la constante C' dans le théoréme 13.2 est principalement liée
aux poids plurisousharmoniques sur les ouverts qui constituent U utilisés pour résoudre
les équations locales, et a la norme des dérivées de la partition de 'unité subordonnée

al.

Ne + A <

Comme nous 'a signalé Berndtsson, le théoréme 13.2 permet en fait, au moins si X
est compacte, d’étendre le représentant f lui-méme avec quasiment la méme estimation.
C’est une conséquence du résultat suivant.
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Lemme 14.1 (Berndtsson). — Soient X une variété complexe compacte, L un fibré
en droites sur X et Y C X un diviseur lisse. On fixe sur X et L des métriques hermi-
tiennes arbitraires. Soit f une forme surY a valeurs dans L et D"-fermée. Alors f a des
extensions a X, D"-fermées et de norme L? arbitrairement petite, si et seulement si f est
D" -ezxacte.

Pour le sens direct, soient F. des extensions D”-fermées de f dont la norme L? tend vers
0 avec e. Leurs représentants harmoniques F. sont de norme plus petite, donc tendent
aussi vers 0. Mais si X est compacte, I'espace des formes harmoniques (qui sont lisses)
est de dimension finie : les normes sont toutes équivalentes et les normes |||« tendent
également vers 0. En particulier, les restrictions F_y tendent vers 0. Puisque sur Y, f—F.
est D"-exacte, f appartient & ’adhérence des formes exactes. Mais D" est d’image fermée
sur une variété compacte, donc f est exacte.

La preuve de la réciproque repose sur l'existence de fonctions “cut-off” p. : X — [0, 1]
(0 < & < g9) telles que pour tout € 'ensemble {p. = 1} est un voisinage de Y, le support
Supp(p.) se concentre sur Y a mesure que ¢ tend vers 0, et lim._¢ ||d”p.|| = 0.

Si X est de dimension 1 et Y un point, le probléme est local. En supposant que Y
est le centre du disque unité, on pose p = loglog(1/|z]), et en choisissant des fonctions
Xa @ Ry — [0,1] telles que x, = 0 sur [0,a, xo = 1 sur |Ja + 1,+00[, et ||x}]c est
uniformément borné en a, on prend p. = x1/- © p. Dans le cas général, on se raméne
localement a une situation produit et on obtient les fonctions p. en utilisant une partition
de I'unité.

Ensuite, si f = D”g, on étend g arbitrairement en une forme g, sur X et il suffit de
prendre comme extensions de f les formes

F. = D"(peGoc) = peD" oo + d"pe N oo

Si on reprend maintenant la situation du théoréme 13.2; il suffit d’appliquer la réci-
proque du lemme 14.1 & f — Fjy pour obtenir des extensions de f en tant que forme avec
une estimation aussi proche que voulu de ().

Pour finir, donnons deux autres conséquences du théoréme 13.2. Il s’agit de résultats
qualitatifs qui n’utilisent pas I’estimation.

Corollaire 14.2 (|[Ko2|). — Soient X, Y, E et L comme dans le théoreme 13.2 i.e.
satisfaisant (1), (2) et (3). Alors le morphisme de restriction

Hq<X,KX ®L) — HQ(Y’ (KX ®L)|y)

est surjectif pour tout g > 0.
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Le corollaire suivant entraine en particulier I'invariance de certains nombres de Hodge
pour une famille de variétés kihlériennes compactes (résultat di a Kodaira et Spencer
dans le cas général). En prenant £ = C et un fibré semi-positif L (par exemple L = C)
on obtient :

Corollaire 14.3 (|[Ko2|). — Soit m : X — A wune submersion holomorphe propre au-
dessus du disque unité et soit L un fibré en droites semi-positif sur X. Supposons que X
est une variété kihlerienne de dimension n + 1. Alors, pour tout ¢ > 0, h™9(X,, L) =
dim H™4(X,, L) est indépendant de t € A (ou X, = 7 1(t)).

Remarque 14.4. — Siu a montré dans [Siud| linvariance des plurigenres i.e. de
dim H°(X;,mKy,) dans une famille de variétés projectives, en utilisant de fagon cru-
ciale le théoréme d’Ohsawa-Takegoshi et I’estimation précise de la norme de I'extension.
Par ailleurs, on sait que pour ¢ > 1, dim H9(X;, mKx,) n’est pas invariant par déforma-
tion (voir [HL]). Ceci pourrait avoir un lien avec le fait que la constante C' de Iestimation
L? dans notre théoréme d’extension dépend du fibré L.

Questions 14.5. — On peut conjecturer que le théoréeme 13.2 reste vrai en supposant
que E est un fibré de rang r et en remplacant ds par A"ds (ceci est connu pour ¢ = 0).
La méthode que suggére Demailly dans [Dem?2| consiste a éclater X le long de Y et
a reproduire la méthode sur 1'éclaté X. Cependant, cela pose des problémes techniques
(éventuellement surmontables) pour la résolution locale du D" car on doit utiliser un
recouvrement de X qui “vient du bas” afin que la constante C' ne dépende pas de I’éclate-
ment, mais les images réciproques dans X des ouverts de Stein qui recouvrent X ne sont
évidemment plus de Stein.
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