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Algeébre 4 - Devoir surveillé
Corrections

Tout anneau ci-dessous est commutatif. Si a et b sont des éléments d'un anneau A, on note par (a,b) l'idéal
engendré par a et b.

Questions de cours

1.

Soient A un anneau, a,b € A. Rappeler la définition du pged(a, b).
On appel d € A le pged(a, b) si d est diviseur commun de a et b (c’est & dire, d | a et d | b) et tout autre diviseur commun
de a et b divise d. Le pgcd(a, b) est bien défini & I’équivalence arithmétique prés.

Supposons que I'anneau A est factoriel. Montrer |'existence du pged(a, b) pour tout a,b € A.

Supposons que a, b # 0. Soit {p1,...,ps} 'ensemble de tous (4 équivalence prés) les diviseurs irréductibles de ab. Alors on
factorise a et b comme a = pJt -+ pJs et b= pfl <psT, ou ay, B € Zxq. Alors pllmn{al’ﬁl} .. .pg“‘“{"‘sﬁs} = pged(a, b).
Si, disons, a = 0 alors pged(a, b) = b.

Supposons que |'anneau A est factoriel. Rappeler la définition du contenu d'un polynéme P(t) € A[t], et la
définition d'un polynéme primitif.

Le contenu d’un polynéme est le pged des ses coefficients. Un polynéme est dit primitif si son contenu est 1. Si d est le
contenu du polynéme P alors P = dP o P est un polynéme primitif.

Quel lien y a-t-il entre les contenus de P(t), de Q(t) et de P(t)Q(t) ? Démontrer cette propriété.

Le « Lemme de Gauss » affirme que cont(PQ) = cont(P) cont(Q). Considérons d’abord le cas particulier ou P et Q sont

primitifs. Il faut montrer que PQ est primitif. Pour ceci, il suffit de montrer qu’aucun irréductible p ne divise tous les
coefficients de PQ. Fixons un tel p et écrivons

P(t):a0+a1t+.‘., Q(t)=b0+b1t+..., P(t)Q(t)ZCo+C1t+..‘,

Puisque P est primitif il existe ¢ tel que pta;. Soit k le plus petit ¢ avec ce propriété. De méme, soit ¢ le plus petit j tel
que p{b;. On a

ptak, pla; (i=0,....,k—1) ptb,, plb; (j=0,....6-1).
En écrivant

k-1 ke k-1 -1
Chit = Z aibqo—i + apbe + Z aibgio; = Z a;bj + aibe + Z Ag40—5bj
i=0 i=k+1 i=0 =0

on observe que les deux sommes sont divisibles par p mais le terme a;b; n’en est pas. Ceci montre que p{ ¢y, ce qui
achéve la démonstration du lemme de Gausse pour les polynémes primitifs.

Pour démontrer le cas général du lemme de Gauss on écrit P = dP et Q =eQ, ot d = cont(P), e = cont(Q) et P, Q sont
primitifs. Alors PQ = deﬁ@, ou 13@ est primitif par le précédent, ce qui montre que cont(PQ) = de.

. Déterminer le contenu du polynéme

P(t) = (t +2)(2t + 3)(3t +4) - - - (2011 + 2012) € Z][t].

Le polynome nt + n + 1 est primitif : son contenu divise n + 1 — n = 1. Le polynome P(t) est donc primitif comme produit

de polynoémes primitifs.

Exercice 1

1. Démontrer que le polynéme F(t,u) = (t +2)® — (u + 3)? est irréductible dans I'anneau R[¢, u].

Si F(t,u) est réductible, alors le polynome G(t,u) = F(t — 2,u — 3) =t — u? est également réductible. Il est clair que G
n’est pas divisible par un polynéme non-constant appartenant a R[¢]. Donc G = HyHa avec deg, H1 = deg,, H2 =1, ce
qui signifie que G, considéré comme polyndme en u sur R(t), doit avoir une racine dans le corps R(¢). Mais il n’en a pas.

. Soit S un ensemble infini de nombres réels et soit I I'ensemble des polynémes P(t,u) € R[t, u] vérifiant

P(a® —2,a®> =3) =0 pourtoutac S.

Montrer que I est un idéal de I'anneau R[t, u]. Vérifier que F(t,u) € 1.
Si Pi(a? —2,a% —3) = P2(a® — 2,a® — 3) = 0 alors (P; + P2)(a? —2,a% —3) =0, et si P(a? —2,a% —3) =0 alors pour
tout Q € R[t,u] on a (QP)(a® — 2,a3 — 3) = 0. Ceci démontre que I est un idéal.
Pour tout @ € R on a F(a? —2,a® —3) = a® — a8 = 0, ce qui montre que F € I.



3.

Veérifier que I'application
f: Rit,u] — Rz
P(t,u) +— P(x?—-2,2%-3)

est un morphisme d'anneaux. Préciser la relation entre le noyau de ce morphisme, I'idéal I et I'idéal (F'(¢,u)).
La vérification que f est un morphisme est immeédiate.

Si P € ker f alors P(a? — 2,a3 — 3) = 0 pour tout a € R, ce qui implique P € I. Réciproquement, si P € T alors le polynéme
P(z? — 2,23 — 3) € R[z] admet comme racine tout élément de I’ensemble infini S, ce qui n’est possible que si P(z2—2,23—3)
est polyndme nul, ce qui signifie que P € ker f. On a montré que ker f = I.

Notons I I'idéal de ’anneau R(t)[u] engendré par I. C’est un idéal principal (parce que lanneau est principal comme
I’anneau de polynémes d’une seule variable sur un corps) propre contenant F. Puisque F est irréductible dans R(¢)[u],
on a I = (F), ce qui implique que pour tout P € I le polynome F divise P dans R(t)[u]. Puisque F est primitif comme
polynome en wu sur R[¢], il divise P dans R[t][u]. Ceci montre que I = (F’).

Exercice 2

1.

3.

Le polynéme t3 — ¢ — 30 est-il réductible dans Q[t] ? dans Z[t] ? Mémes questions sur le polynéme t3 + ¢ + 30.
Si le polynéme primitif at3 + bt + ct + d € Z[t] de degré 3 est réductible dans Z[t] alors il admet un facteur linéaire
at + B € Z[t], et il est clair que a | a et B | d. En particulier, si a = 1 alors f admet une racine entiére qui divise d.

En vérifiant tous les diviseurs de 30, on trouve que t3 4+t 4 30 admet la racine —3, donc réductible, mais t3 — ¢ — 30

n’admet pas de racine parmi les diviseurs de 30, donc irréductible.

. Mémes questions sur le polyndme t2912 1 21#49 + 49¢2! + 70.

Ce polyndme est irréductible d’apreés le critére d’Eisenstein avec p = 7.

(a) Déterminer tous les polyndmes irréductibles de degré 2 dans I'anneau Fs|t], ou Fo désigne le corps de 2
éléments.
Si t2 4 bt 4 ¢ € Fa[t] est irréductible alors ¢ = 1. Il n’y a que 2 polynémes avec cette propriété : t2 4+ 1 = (t + 1)?,
qui est réductible, et t2 + ¢t + 1, qui n’admet pas de racine dans Fa, donc irréductible.

(b) Le polynéme 5 + t? + 1 est-il réductible dans Fy[t]?
Si ce polynome est réductible alors il doit admettre soit une racine dans Fo, soit un facteur irréductible de degré 2,
qui est forcement t2 + t 4 1. On voit immeédiatement qu’il n’y a pas de racine, et la division euclidienne montre que
t2 4t + 1 ne divise pas t° + t2 + 1. Donc ce dernier est irréductible.

(c) Le polynéme

2007t + 2008t* + 2010¢® 4 2011¢* + 2012¢ + 2013 (1)

est-il réductible dans Z[t] ?
L’image de ce polynéme par le morphisme Z[t] — Fa[t] (réduction modulo 2) est t® + ¢2 + 1, qui est irréductible dans
F2[t]. Ceci implique que le polynome (1) est irréductible dans Z[¢].

Exercice 3

1.

2.

Déterminer la décomposition en facteurs irréductibles du polyndme t* — ¢ dans Z][t].
tt—t=tt -1t +t+1)
Soit p un nombre premier et I, le corps de p éléments. Montrer que les anneaux Z[t]/(t* — ¢ + p,t2 +t + 1)
et F,[t]/(t> + ¢ + 1) sont isomorphes.
On utilise la propriété générale suivante. Soient A un anneau, I et J des idéaux de A et J I'image de J dans A/I. Alors
AT+ J)=2(A/D)]J]. 2)

(Pour la démontrer on considére les morphismes naturels A — A/I — (A/I)/J et montre que le noyau du morphisme
composé est I + J.)
Dans notre cas A = Z[t]. Puisque (t2 +t+1) | (t* —t), on a

r—t+p, 2 +t+1)=(pt2+t+1) =1+, I={(p), J={>+t+1),
et donc A/T =TFp[t] et J = (t2 +t+ 1), ce qui achéve le résultat.
Montrer que I'anneau R[t,u]/{t* —t 4+ u,t? +t + 1) est isomorphe a C.
De méme, A = R[¢t, u],

=t tu,t? 4t 4+1) = (u,t2 +t+1) =T+ J, I=(u), J={#+t+1),
et donc A/T = R[t] et J = (t2 +t + 1), ce qui démontre que

R[t, u]/(t* —t +u, t? + ¢4+ 1) 2 R[t]/ (% + ¢ + 1).

71+2\/TS

Puis, le morphisme R[¢t] — C définie par ¢ +— est surjectif et son noyau est (t2 4+t + 1), ce qui démontre que

R[t]/{(t2 +t+ 1) = C.



