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Algeébre 4 - Examen
Lundi 17 novembre 2012

Tout anneau ci-dessous est commutatif. Si a et b sont des éléments d’un anneau A, on note par (a,b)
I'idéal engendré par a et b.

Questions de cours Soit A un anneau.

1. Rappeler la définition de I'idéal engendré par un ensemble S C A.
L’idéal engendré par S (noté (S) est le plus petit idéal de A contenant S. De la facon équivalente,

(S) ={a1u1 + -+ amum : a1,...am € A,u1,...,um € S}.

2. Démontrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) Toute suite croissante Iy C I; C I C I3 C ... d'idéaux de A est stationnaire. (C'est-a-dire,
il existe n € Ntel que I, = I,,11 = Lh4o=...)

(b) Tout idéal de A est engendré par un ensemble fini.

On rappelle qu'un anneau intégre admettant ces propriétés est appelé noethérien.

(a)=(b) Supposons que A admet un idéal I non engendré par un ensemble fini. On construit la suite
croissante des idéaux Ip C Iy C I2 C I3 C ... de la fagon suivante. On choisi ug € I et on pose Ip = (uo).
Puisque I n’est pas engendré par wug, il existe u1 € I \ Ip. On pose I1 = (ug,u1). Puisque I n’est pas
engendré par {uog,u1}, il existe ug € I N\ I;. On pose Iz = (ug,u1,u2) = (I1,u2). Puisque I n’est pas
engendré par {ug,u1,u2}, il existe ug € I \ I2. On pose I3 = (ug, u1,u2,u3) = (I2,us), etc. On obtient
une suite infinie strictement croissante Io C I1 € I2 C I3 C ..., ce qui contredit (a).

(b)=(a) Soit I C Iy CI> C I3 C ... une suite croissante d’idéaux. Posons I = US2 (I. Une vérification
immeédiate montre que I est un idéal de A. Par I’hypothése (b) il est engendré par un ensemble fini :
I = (u1,...,us). Tout uy apartient & un certain I, ;sion pose n = max{ni,...,ns}alorsuy,...,us € I,
ce qui implique que I, D I. Or d’autre part I, C I,4+1 C I,42 € ... C I, ce qui montre que

In=Inj1=Ino=...=1

3. Un anneau principal intégre est-il forcement noethérien ?
Oui, parce que tout idéal est engendré par un seul élément.

4. Supposons que A est noethérien. Qu'est-ce qu'on peut dire de I'anneau de polyndmes Alt]?
Enoncer le théoréme correspondant sans le démontrer.
Le théoréme d’Hilbert affirme que I’anneau de polyndmes A[t] est noethérien si A I'est.

5. Utiliser ce théoréme pour montrer que les anneau de polynémes Z[t1,...,t,] et K[t1,...,tn]
(o K est un corps) sont noethériens.

Puisque Z est principal, il est noethérien. En utilisant le théoréme d’Hilbert, on montre par récurrence sur n
que Z[t1,...,tn] est noethérien.

De méme, puisque K est noethérien, on montre par récurrence sur n que K[t1,...,tn] est noethérien.

Exercice 1

1. Soient n un nombre naturel, et p un nombre premier. Montrer que le polynéme f(t) =t" —p
est irréductible sur Q.
Le critére d’Eisenstein implique que f(¢) est irréductible sur Z. Par le lemme de Gauss, il est également
irréductible sur Q.

2. Rappeler la définition d'un corps de rupture d'un polyndme irréductible sur un corps.
Soient K un corps et g(t) € K[t] un polyndéme irréductible sur K. Un corps de rupture de g sur K est une
extension L de K tel que g admet une racine 6 dans L et L = K(0). On a [L : K] = degg.

3. Donner un corps de rupture du polyndme f(t) sur Q. Quel-est son degré sur Q7
Par exemple Q(p'/™). Son degré sur Q est n = deg f.



4. En déduire qu'il existe une extension de Q de degré n pour tout n € N, n > 1.
Ceci découle de la question précédente.

5. Rappeler la définition du corps de décomposition d'un polynéme sur un corps.
Soient K un corps et g(t) € K[t]. Un corps de décomposition de g sur K est I’extension minimale de K dans

laquelle g se décompose en facteurs linéaires.

6. Déterminer le corps de décomposition du polynéme f(t) = t* — 3. Quel-est son degré sur Q?
Les racines de f sont +3/4, +i31/4, Le corps de décomposition est donc L = Q(31/4,4). Puisque i ¢ Q(31/4)
on a [L:Q(3/%)] =2, et donc [L: Q] =8.

Exercice 2 Dans cet exercice on étudie les anneaux finis.

1. Soient A un anneau intégre et a un élément non nul de A. Montrer que I'application

A— A
T — ax

(1)

est injective.
C’est un morphisme de groupes additifs. Son noyau est {x € A : az = 0}. Puisque a n’est pas diviseur de 0,
le noyau est 0, ce qui démontre que (1) est injective.

2. On suppose en plus que I'anneau A est fini. Montrer que I'application (1) est bijective.
Tout application injective d’un ensemble fini vers lui méme est bijective.

3. En déduire que tout anneau fini intégre est un corps.
Si a # 0 alors (1) est bijective. Il existe donc = € A tel que ax = 1. Ceci démontre que tout élément non-nul
de A est inversible.

4. Soit p un nombre premier. Est-il vrai que tout anneau a p éléments est un corps?
Oui. Soit A un anneau de p éléments. Tout idéal de A est un sous-groupe du groupe additif de A. Puisque
ce dernier est d’ordre p, et l’ordre du sous-groupe divise l'ordre du groupe (le « théoréme de Lagrange »),
il n’existe que 2 sous-groupes : {0} et A. Ceci signifie que A n’a que 2 idéaux, ce qui montre que A est un
corps.

5. Est-il vrai que tout anneau de p? éléments est un corps?
Non. Les anneaux Z/p?Z et Fp x Fp ne sont pas intégres (vois la prochaine question).

6. Démontrer que les trois anneaux F,, F,, x F,, et Z/p*Z ne sont pas isomorphes deux a deux.

Les anneau Z/p2Z et F, x Fp ne sont pas intégres : 1’8lément p est un diviseur de zéro dans Z/p*Z, et (1,0)
est un diviseur de zéro dans Fp X . Ceci montre qu’aucun des deux n’est isomorphes a F 2.

I’¢lément p est en fait nilpotent dans Z/p2Z, mais F,, x F, n’a pas de nilpotents. Ceci montre que Z)p*7Z et

F, x [Fp ne sont pas isomorphes.

Exercice 3
1. Soit p un nombre premier. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies ?

(a) Tout polynéme P(t) € IF,,[t] de degré 2 admet une racine dans 2.
Vrai. Si P(t) est irréductible, alors son corps de rupture est de degré 2 sur Fp, c’est-a-dire, c’est ]sz.
Si P(t) est réductible, il admet une racine dans Fp,, et donc dans F2.

(b) Tout polynéme P(t) € F,[t] de degré 3 admet une racine dans [F,s.
Vrai, avec le méme argument.

(c) Tout polynéme P(t) € I, [t] de degré 4 admet une racine dans ..
Vrai. Si P(t) est irréductible ou s’il admet une racine dans Fp, on utilise le méme argument. Sinon,
P(t) est produit de deux polynomes irréductibles de degré 2, auquel cas il admet une racine dans F 2,

un sous-corps de F 4.



(d) Tout polynéme P(t) € F,[t] de degré 5 admet une racine dans Fs.
Faux. Rappelons que Fpm C Fpn si et seulement si m | n. En particulier, si ¢ est premier, alors les
seules sous-corps de F,e sont Fp et Fpg. Autrement dit, pour tout a € Fpg le degré de a sur [Fp, est 1
ou £.

Soit g2(t), g3(t) € Fp[t] des polynoémes irréductibles de degré 2 et 3, respectivement. (De tels polynomes
existent : on peut prendre par exemple les polynomes minimaux d’un élément de F,> \Fp et d’un
élément de F s \TF,.) Alors toute racine de f(t) = g2(t)gs(t) est de degré 2 ou 3; en particulier,
aucune racine n’appartient a Fps.

Justifier vos réponses.
2. Quelle-est la structure du groupe multiplicatif Fy ?
C’est un groupe cyclique d’ordre 8.
3. Montrer que pour § € Fg on a 6* € {1, —1}. Montrer que #* = —1 si et seulement si § engendre
le groupe Fy'.
On a (6*)2 = 6% = 1, d’ou #* est une racine du polynome 2 — 1, c’est-a-dire 6% € {1, —1}.
Puis, 6 engendre ]F;< si et seulement si I’ordre de 6 dans ]Fg< est 8. Puisque cet ordre divise 8, il est égale & 8
si et seulement si il ne divise pas 4, c’est-a-dire si et seulement si 64 # 1.
4. Considérons le polyndme P(t) = t? +t — 1 € F3[t]. Est-il irréductible sur F3?
Oui, parce qu’il n’a pas de racine dans F3.
5. Montrer que P(t) admet une racine dans Fy. Soit 6 une telle racine. Déterminer 6*.
P(t) admet une racine 0 dans son corps de rupture, qui est Fg. On a 62 = 1 — 6 ce qui implique
0r=(1-02=1-20+602=14+604+(1—-0)=2=—1.

6. Est-il vrai que 6 engendre le groupe Fy ?
Oui, voir la question 3.

7. Donner un exemple d'un polyndme Q(t) € Fs[t] de degré 2, irréductible sur F3 et admettant la
propriété suivante : aucune racine de Q(t) n'engendre F .
On peut prendre Q(t) = t? + 1. C’est un polynéme irréductible sur F3, et sa racine n vérifie n? = —1 et
n* =1, ce qui montre qu’elle n’engendre pas Fo, voir la question 3.

Exercice 4

1. Rappeler les définitions d’un polynéme symétrique en n variables, des polynémes symétriques
élémentaires en n variables, et I'énoncé du théoréme des polyndémes symétriques.
Soit A un anneau. On dit que P(z1,...,xn) € Alz1,...,2Tn] est symétrique si pour toute permutation 7 de
Pensemble {1,...,n} on a
P(zr1)s s ZTrm)) = P21, .. 20).
Les polynomes symétriques élémentaires sont

Ul(wlv"'7x’VL) =x1+ -+ Tn,
o2(x1,...,%n) =122 + X123+ -+ Tp_1Tn = E ZiTj,
1<i<j<n
03(21,...,Tn) = T122T3 + T1T2T4 + **+ + Tp—2Tp—1Tn = E TiTTh,
1<i<j<k<n
Om(Z1,...,%n) = E Ty Tig = Ty s
1<i] <ip<...<im<n
on(T1,...,Tn) =T1 - Tn.
Le théoréme affirme que pour tout polynéme symétrique P(z1,...,2n) € Alz1,...,2y] il existe un polynoéme

Q(y17 te 7y7l) € A[y17 ce 7y"l] tel que

P(Ilv-”vxn) = Q(Ul(xh~~'7xn)7~~-70'n(3717~~~7xn))~



Parmi les polyndmes suivants en variables x4, ..., x,, lesquels sont symétriques ?

Py(zy,29) = x‘i’x% + xga?% (

);
);
).

Les polynémes P; et P3 sont symétriques. Le polyndome P> n’est pas symétrique, parce que

n=2
3.2 3.2 3.2

Py(z1, 22, x3) = 2725 + THx5 + 327 (n=3
n=3

2.2 2, 2 2.2
Ps(z1, 22, x3) = 2725 + T5x5 + 307 + T12223 (

Pa(x2,1,23) # Pa(x1, %2, 23)
Exprimer le polyndme P;(x1, x2, x3) en forme Q(o1, 02,03), ol @ est un polynéme et o1, 02,03
sont les polyndmes symétriques élémentaires en 3 variables.
P3(z1,22,23) = o2(z1, x2, :pg)2 — 2x%:p2x3 — 2xlz§m3 — 2mlmgm§ + z12073

= o9(z1, 2, 23)% — 201 (1, 2, 23)03(21, T2, 23) + 03(21, T2, 3). (2)

. Soit @ un nombre complexe. Déterminer le discriminant du polynéme
f(t) =3 — 3at? + 4 € C[t]

en fonction du paramétre a.
On a f/(t) = 3t? — 6at. Les racines de f’ sont 0 et 2a. Puisque f est un polynome unitaire, son discriminant
est

Dy = R(f,f') = 3°f(0)f(2a) = —432(a® — 1).
Déterminer I'ensemble S des valeurs de a pour lesquelles le polyndme f(t) admet 3 racines
complexes distinctes.
Le polynome f(t) admet une racine multiple si et seulement si Dy = 0, c’est-a-dire a® = 1. I’ensemble des
racines de cette équation est {1, _1%\5, %"/g} On a donc S =C {1, _1%‘/5, _1%“/5}
. Soient a € S et ay,as, a3 les racines complexes de f(t). Déterminer Ps(aq, g, a3).

On a o1 (a1, a2, a3) = 3a, o2(a1, a2, a3) =0 et o3(a1, a2, az) = —4. En utilisant (2) on trouve

P3(a1,2,a3) =02 —2-3a - (—4) + (—4) = 24a — 4.



