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Tout anneau ci-dessous est commutatif. Si a et b sont des éléments d’un anneau A, on note par
(a,b) 'idéal engendré par a et b. On note F, le corps fini & ¢ éléments.

Questions de cours 1 Soit A un anneau.

1. Rappeler la définition de I'idéal engendré par un ensemble S C A.
L’idéal engendré par S (noté (S) est le plus petit idéal de A contenant S. De fagon équivalente,

(S) ={a1ur + -+ amum : a1,...am € A,u1,...,um € S}.
2. Démontrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) Toute suite croissante [y C I} C I, C I3 C ... d'idéaux de A est stationnaire. (C'est-a-dire,
il existe n € Ntel que I, = I,,11 =42 ="...)

(b) Tout idéal de A est engendré par un ensemble fini.

On rappelle qu'un anneau admettant ces propriétés est appelé noethérien.

(a)=-(b) Supposons que A admette un idéal I non engendré par un ensemble fini. On construit la suite
croissante d’idéaux Iop C I1 C I C I3 C ... de la fagon suivante. On choisit ug € I et on pose Iy = (ug).
Puisque I n’est pas engendré par wug, il existe u; € I \ Ip. On pose I1 = (ug,u1). Puisque I n’est pas
engendré par {ug,u1}, il existe ug € I \ I;. On pose Iz = (ug,u1,u2) = (I1,u2). Puisque I n’est pas
engendré par {ug,u1,uz}, il existe ug € I \ I2. On pose I3 = (ug, u1,u2,us) = (I2,us), etc. On obtient
une suite infinie strictement croissante Io C I1 C I C I3 C ..., ce qui contredit (a).

(b)=(a) Soit I CI; CI> C I3 C ... une suite croissante d’idéaux. Posons I = US2 (I,. Une vérification
immeédiate montre que I est un idéal de A. Par I’hypothése (b) il est engendré par un ensemble fini :
I=(u1,...,us). Tout uy appartient & un certain I, ;si on pose n = max{ni,...,ns}alorsuy,...,us € In,
ce qui implique que I, D I. Or d’autre part I, C I,4+1 C In,42 C ... C I, ce qui montre que

In=Int1=Inya=...=1.
3. Un anneau principal est-il forcément noethérien ?
Oui, parce que tout idéal d’un anneau principal est engendré par un seul élément.

4. Supposons que A soit noethérien.

(a) Soit f : A — B un morphisme d'anneau surjectif. L'anneau B, est-il forcément noethérien ?
Oui. Si I est un idéal de B alors f~1(I) est un idéal de A. Puisque A est noethérien, f~1(I) est
engendré par un ensemble fini S. Alors I est engendré par I’ensemble fini f(S).

(b) Qu'est-ce qu'on peut dire de I'anneau de polyndmes A[t] ? Enoncer le théoréme correspon-
dant sans le démontrer.

Le théoréme d’Hilbert affirme que I’anneau de polynomes A[t] est noethérien si A lest.

5. L'anneau Z[v/2013] = {a + b4/2013 : a,b € Z} est-il noethérien?
Oui : l'anneau Z[t] est noethérien par le théoréme d’Hilbert, et le morphisme Z[t] — Z[v/2013] défini par
P(t) — P(+/2013) est surjectif.

Questions de cours 2

1. Soient A un anneau, a,b € A. Rappeler la définition du pged(a, b).

On appelle d € A le pged(a,b) si d est diviseur commun de a et b (c’est a dire, d | a et d | b) et tout autre
diviseur commun de a et b divise d. Le pgced(a, b) est bien défini a ’équivalence arithmétique prés.

Supposons que I'anneau A soit factoriel.



2. Montrer I'existence du pged(a, b) pour tout a,b € A.
Supposons que a,b # 0. Soit {p1,...,ps} ensemble de tous (& équivalence prés) les diviseurs irréduc-
tibles de ab. Alors on factorise a et b comme a = p{' - p5° et b :p[l31 cpfeon ay, B € Z>q. Alors

p;ﬂin{ahﬁl} .. .p;nin{as,ﬁs} = pgcd(a7 b)

Si, disons, a = 0 alors pged(a,b) = b.

3. Quel lien y a-t-il entre pged(a,d) et I'idéal {(a,b)?
On a (a,b) C (pged(a,b)), et (a,b) = (pgcd(a,b)) si 'anneau A est principal. Si A n’est pas principal, il
est possible que (a,b) C (pgcd(a,b)) : par exemple, dans l'anneau A = C[t,u] on a pged(t,u) =1 mais

(t,u) # (1) = A.
4. Rappeler la définition du contenu d'un polynéme P(t) € A[t], et la définition d'un polynéme
primitif.

Le contenu d’un polynome est le pged des ses coefficients. Un polynéme est dit primitif si son contenu est 1.
Si d est le contenu du polynéme P alors P = dP ou P est un polynéme primitif.

5. Quel lien y a-t-il entre les contenus de P(t), de Q(¢) et de P(t)Q(t) ? Démontrer cette propriété.

Le « Lemme de Gauss » affirme que cont(PQ) = cont(P) cont(Q). Considérons d’abord le cas particulier
ou P et Q sont primitifs. Il faut montrer que PQ est primitif. Pour ceci, il suffit de montrer qu’aucun p
irréductible ne divise tous les coefficients de PQ. Fixons un tel p et écrivons

P(t):a0+a1t+..., Q(t):b()-i-lnt-i-..., P(t)Q(t)ZCQ+Clt+...,

Puisque P est primitif il existe ¢ tel que p{a;. Soit k le plus petit ¢ avec ce propriété. De méme, soit £ le
plus petit j tel que p{b;. On a

En écrivant

k—1 ke k-1 -1
Chte = Z aibgye—i +apbe + Z aibgye—; = Z aibj + apbe + Z ak+e—;5b;
i=0 i=k+1 i=0 =0

on observe que les deux sommes sont divisibles par p mais le terme axby ne ’est pas. Ceci montre que p 1 cgy,
ce qui achéve la démonstration du lemme de Gauss pour les polynémes primitifs.

Pour démontrer le cas général du lemme de Gauss on écrit P = dP et Q= e@, ol d = cont(P), e = cont(Q)
et P,Q sont primitifs. Alors PQ = dePQ, ou PQ est primitif par ce qui précéde, ce qui montre que
cont(PQ) = de.

6. Déterminer le contenu du polynéme
P(t) = (2t — 1)(3t — 2) - - - (2014¢ — 2013) € Z][t].

Le polynome (n + 1)t — n est primitif : son contenu divise n + 1 — n = 1. Le polynéme P(t) est donc primitif
en tant que produit de polynémes primitifs.

Exercice 1

1. Quelle-est la structure du groupe multiplicatif FJ ?
C’est un groupe cyclique d’ordre 26.

2. Montrer que pour 6 € F3, on a 013 € {1,—1}.
On a (%3)2 = 6% = 1, d’ott #'3 est une racine du polynome 2 — 1, c’est-a-dire 013 € {1, —1}.

3. Supposons que 913 = —1 mais 6 # —1. Montrer que 6 engendre le groupe F.. Est-ce que la
réciproque est vraie?
Un élément 6 engendre F§7 si et seulement si I’ordre de 6 dans IE‘5<7 est 26. Puisque cet ordre divise 26, il est
égal & 26 si et seulement s’il ne divise ni 13 ni 2, c’est-a-dire si et seulement si 013 # 1 et 02 # 1, ce qui est
équivalent a notre hypothése #13 = —1 et § # —1. Ceci démontre aussi I’énoncé réciproque.

4. Considérons le polynéme P(t) = t3 —t — 1 € F3][t]. Est-il irréductible sur F3?
Un polynoéme de degré 3 est irréductible sur un corps si et seulement si il n’a pas de racines dans ce corps.
Puisque t3 — t — 1 n’a pas de racines dans Fj, il est irréductible.



5. Montrer que P(t) admet une racine dans Fa7. Soit 6 une telle racine. Exprimer =1, 0%, 0% et
012 comme a + bl + cH? avec a,b,c € F5.

Le polynome P(t) admet une racine 6 dans son corps de rupture, qui est Fo7. Ona —0+ 63 = 1et 63 =1+ 6,
ce qui implique

0t =071 (—0+ 063 = -1+ 0%

0*=0-6%°=0(1+0) =06+ 6%

=02 =(04+06*2=02+202+0* =02 +201+0)+0+06%=—-1-0>

02 =008 =(0+0)(-1-0%)=—0—-02—0>—0"=—0—-02—(1+0)— (0+06%) =—1+62

6. Est-il vrai que 0 engendre le groupe F2, 7 Méme question sur —6.

Puisque 62 = —1 462 = 071, on a 913 = 1, ce qui montre que 6 n’engendre pas F.;. Par contre,
(70)13 — (71)13013 — 717

ce qui montre que —6 ’engendre.

Exercice 2 Soit A un anneau. On considére le morphisme d'anneaux f : A[x,y] — A[t] vérifiant
f(a) =a pour tout a € A et
2 2
fl@)y=t, fly)=t"+t
1. Montrer que ker f =1, ou I = (x — (y — x)?).
On note P(z,y) = = — (y — x)2. Alors
f(P)=t*— (2 +t—t3)? =0,
ce qui montre que (P) C I.
Montrons que I C (P). Soit G(z,y) € I. En effectuant la division euclidienne par rapport & y, on trouve
G(z,y) = P(z,y)Q(z,y) + R(z,y) avec deg, R < 1. Montrons que R est le polynéme nul : ceci impliquera
que G=PQeI.
Pour ceci on écrit R(z,y) = Ri(z)y + Ro(x). Alors
0= f(G) = f(P)f(Q) + f(R1)f(y) + f(Ro) = Ri(t*)(t* +t) + Ro(t?),
d’ou
tR1(t%) = —R1(t?) — Ro(t?). (1)
Si le polynéme R; était non-nul alors & gauche de (1) on aurait un polynome de degré impair et a droite de

degré pair, ce qui est impossible. Ceci montre que R1 = 0, ce qui implique aussi que Ry = 0, et donc R =0,
ce qui achéve la démonstration de linclusion I C (P).

2. Etablir que Afz,y]/I = A[t].
Puisque f est surjectif, on a A[t] = Alz,y|/ ker f.
3. A quelle condition I'idéal I est-il premier ?
11 est premier si et seulement si A[t] est intégre, ce qui est équivalent & dire que A est intégre.

4. Trouver un idéal maximal contenant [ quand A =Q, A =Z.
1l suffit de trouver un idéal J de A[t] tel que A[t]/J est corps. Dans ce cas I’ = f~1(J) est le noyau du

morphisme composé Az, y] EN Alt] — A[t]/J; il est donc idéal maximal contenant I.
Si A = Q on peut prendre, par exemple, J = (t). On a Q[t]/J =Qet I' = (x — (y — x)%,z — y) = (z,y).
Si A = Z on peut prendre, par exemple, J = (t,2). On aZ[t]/J =Faet I' = (z — (y — )%, 2 — v, 2) = (z,y,2).

Exercice 3

1. On note a, b, ¢ les racines dans C du polynéme t3 + ¢ + 3 € Q[t]. Expliciter le polynéme unitaire
P(t) € CJt] de degré 3 dont les racines sont a + b,b+ ¢,c+ a.
Posons A=b+c¢, B=a+c¢,C=a+b. On a

01(A, B,C) =201(a,b,c) =0,

2(A,B,C) = (b+c)a+c)+ (b+c)(a+b)+ (a+c)(a+b) =a® + b2 + ¢® + 3ab + 3ac + 3be
=o1(a,b,c)? + o2(a,b,c) =1,

03(A,B,C) = (b+c)(a+ c)(a+b) = a?b + a%c + b%a + b%c + 2a + ?b + 2abe
=o1(a,b,c)o2(a,b,c) —oz(a,b,c) = —3.



Dot P(t) =3 +¢— 3.
On peut aussi remarquer que, puisque a+b+c=0,ona A= —a, B=—-bet C = —c, dou

or(A, B,C) = (=1)*oy(a, b, ¢).

Résoudre dans T le systéme d'équations algébriques

1 1 1

2 2 2
rH+y+z=2, —+-+-=-2, z¥+y"+2z°=1
r Yy =z

On peut re-écrire notre systéme comme

o

o1=2 2=-2 o2-2,=1

o3

(on écrit o au lieu de oi(z,y,z)). En résolvant ce systéme, on trouve o1 =2, oo = —1, 03 = —2. Ceci

implique que z,y, z sont les racines du polynéme t3 — 2t2 — t 4- 2. Par inspection, on trouve que les racines
sont 2,1, —1. Ceci montre que (z,y, z) est une permutation de (2,1, —1).



