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Observations
� Dans la � question de cours � vous devez démontrer tout énoncé sauf indication contraire explicite.

Dans les exercices, vous pouvez utiliser les résultats du cours sans les démontrer, mais vous devez
énoncer précisément tout résultat que vous utilisez.

� Tout anneau considéré ci-dessous est commutatif et unitaire.
� Si a et b sont des éléments d'un anneau A, on note 〈a, b〉 l'idéal engendré par a et b.
� Le barème est proposé à titre indicatif.

1. (3 pts) Question de cours : anneaux euclidiens, principaux, factoriels

(a) (0,5 pt) Rappeler les dé�nitions d'un anneau euclidien, d'un idéal principal et d'un anneau prin-
cipal.

(b) (1,5 pts) Démontrer le théorème du cours : tout anneau euclidien est principal.

(c) (0,5 pt) Rappeler les dé�nitions d'un élément irréductible, de la factorisation unique et d'un
anneau factoriel.

(d) (0,5 pt) Énoncer (sans démonstration) le théorème de factorisation unique pour les anneaux
principaux intègres.

2. (1 pt) Les nombres gaussiens

On considère l'ensemble des entiers gaussiens Z[i] = {x+ yi : x, y ∈ Z} ⊂ C.
(a) (0,5 pt) Montrer que Z[i] (muni des lois habituelles) est anneau intègre. (Indication : utiliser le

fait que Z[i] ⊂ C.)
(b) (0,5 pt) Soit Q(i) le corps de décomposition du polynôme t2 + 1 sur Q. (On appelle Q(i) le corps

des nombres gaussiens.) Est-il vrai que Q(i) est le corps des fractions de l'anneau Z[i] ?

3. (4 pts) Norme et divisibilité dans Z[i]

On dé�nit la norme de z = x+ yi ∈ C par N (z) = zz̄ = |z|2 = x2 + y2.

(a) (0,5 pt) Montrer que la norme est multiplicative : pour z, w ∈ C on a N (zw) = N (z)N (w).

(b) (0,5 pt) Soient z, w ∈ Z[i] tels que z | w dans Z[i]. Montrer que N (z) | N (w) dans Z.
(c) (1 pt) La réciproque (N (z) | N (w) =⇒ z | w) est-elle vraie ?
(d) (0,5 pt) Montrer que z ∈ Z[i] est inversible dans Z[i] si et seulement si N (z) = 1.

(e) (0.5 pt) Déterminer le groupe Z[i]×.

(f) (0,5 pt) Soit z ∈ Z[i] tel que N (z) est un nombre premier. Montrer que z est irréductible dans
Z[i].

(g) (0,5 pt) La réciproque est-elle vraie ? Considérer z = 3.

4. (5 pts) L'anneau Z[i] est euclidien

(a) (1,5 pts) Montrer que pour tout z ∈ C il existe q ∈ Z[i] tel que N (z − q) ≤ 1/2.
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(b) (0,5 pt) Montrer que Z[i] est anneau euclidien. (Indication : soient a, b ∈ Z[i], b 6= 0 ; appliquer la
question précédente à z = a/b.)

(c) (0,5 pt) En déduire que Z[i] est anneau principal et factoriel.

(d) (0,5 pt) Rappeler la dé�nition d'un anneau noethérien.

(e) (2 pts) L'anneau de polynômes Z[i][t] est-il principal ? factoriel ? noethérien ?

5. (2 pts) Théorème chinois

Soit A un anneau. Les idéaux I et J de A sont appelé étrangers si I + J = A.

(a) (1 pt) Montrer que pour les idéaux étrangers I, J on a IJ = I ∩ J . (Indication : montrer tout
d'abord qu'il existe a ∈ I et b ∈ J véri�ant a+ b = 1.)

(b) (0,5 pt)Démontrer le � théorème chinois � : si I et J sont des idéaux étrangers alorsA/IJ ∼= A/I ×A/J .
(Indication : soient ϕI et ϕJ les morphismes canoniques A→ A/I et A→ A/J , respectivement ;
considérer le morphisme A→ A/I ×A/J dé�ni par x 7→ (ϕI(x), ϕJ(x)).)

(c) (0,5 pt) On suppose que l'anneau A est principal. Soient a, b ∈ A. Montrer que les idéaux prin-
cipaux 〈a〉 et 〈b〉 sont étrangers si et seulement si pgcd(a, b) = 1.

6. (5 pts) L'anneau quotient

(a) (1 pt) Soit A un anneau �ni intègre. Montrer que A est un corps.

(b) (1 pt) Soit z ∈ Z[i] un élément non nul. Montrer que l'anneau quotient Z[i]/〈z〉 est �ni.
(c) (0,5 pt) Soit z un irréductible de Z[i]. Montrer que l'anneau quotient Z[i]/〈z〉 est un corps.

(d) (1 pt) Parmi les élément 1 + i, 2 + i, 2, 3, 5 ∈ Z[i] lesquels sont irréductibles dans Z[i] ?

(e) (1,5 pt) Déterminer les anneaux quotients Z[i]/ < 2 + i >, Z[i]/ < 3 > et Z[i]/ < 5 >. (Indica-
tion : pour Z[i]/ < 5 > utiliser le théorème chinois.)

7. (6 pts) Irréductibilité de certains polynômes

(a) (1,5 pts) Soit K un corps et soit L une extension de K de degré 2. Soit f(t) ∈ K[t] un polynôme
de degré 3. Montrer que f(t) est irréductible dans K[t] si et seulement si f(t) est irréductible dans
L[t].

(b) (1 pt) L'énoncé de la question précédente, s'étend-il aux polynômes de degré 2 ? de degré 4 ? de
degré 5 ?

(c) (0,5 pt) Le polynôme t3 − t+ 1 est-il irréductible dans F3[t] ? dans F9[t] ?

(d) (1 pt) Le polynôme 2014t3 + 2013t2 + 2015t+ 2014 est-il irréductible dans Z[t] ? dans Z[i][t] ?
dans Q[t] ? dans Q(i)[t] ?

(e) (1 pt) Déterminer le corps de décomposition de f(t) = t3 − t+ 1 ∈ F3[t].

(f) (1 pt) Soient α, β, γ les racines de f(t) = t3 − t+ 1 ∈ F3[t] dans son corps de décomposition.

i. (0.5 pt) Montrer que α13 = β13 = γ13 ∈ {1,−1}.
ii. (0.5 pt) Déterminer α4 + β4 + γ4.
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