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Résumé

Dans ce manuscrit, quelques théorémes de dualité en arithmétique sont
discutés.

Dans la premiére partie sur la cohomologie galoisienne, nous montrons
d’abord quelques théorémes de dualité locale, et nous introduisons la suite
exacte de Poitou-Tate sur la dualité globale. Quelques théorémes de finitude
des groupes de cohomologie sont montrés. Un théoréme de dualité locale de
Tate sur les variétés abéliennes est aussi montré comme application. Les
formules de caractéristique d’Euler-Poincaré (local et global) sont discutées
en détails.

Dans la deuxiéme partie sur la cohomologie étale, nous obtenons d’abord
le théoréme de dualité locale en traduisant celui-ci en termes de cohomologie
galoisienne. Dans le cas global, nous étudions la cohomologie a support
compact, et nous donnons une démonstration compléte du théoréme de
dualité d’Artin-Verdier. La formule de caractéristique d’Euler-Poincaré est
aussi discutée.

Les démonstrations suivent principalement celles du livre [19, MilneADT],
nous référons aussi au livre [22, NSW]|, a Particle [5, Deninger1984| et au
livre [I1, Haberland] pour certaines démonstrations. Plus de détails sont
expliqués, quelques fautes potentielles sont corrigées ; dans les notes de bas
de page, quelques arguments dans ces livres qui ne sont peut étre pas trés
clairs sont signalés. Il faut espérer que, dans ce manuscrit, tous les détails
sont corrects et que les preuves sont complétes et plus claires.



Abstract

Abstract

In this manuscript, some arithmetic duality theorems are discussed.

In the first part on Galois cohomology, we prove some local duality theo-
rems and we introduce the exact sequence of Poitou-Tate on global duality.
Some finiteness theorems on cohomology groups are also proved. A local
duality theorem of Tate on abelian varieties is also proved as an application.
The Euler-Poincaré characteristic (local and global) formulae are discussed
in detail.

In the second part on étale cohomology, we first obtain the local duality
theorem by translating that one in terms of Galois cohomology. In the glo-
bal case, we study cohomology with compact support and give a complete
proof of the Artin-Verdier duality theorem. The Euler-Poincaré characteris-
tic formula is also discussed.

The proofs mainly follow those in [I9, MilneADT|, we also refer to [22]
NSW], [5, Deninger1984] and [I1, Haberland| for some proofs. More details
are explained, some potential mistakes are corrected ; in the footnotes, some
arguments which might not be so clear in the books are pointed out. Hope-
fully, in this manuscript, all the details are correct, the proofs are complete
and clearer.



Introduction

L’histoire commence pendant les années cinquante. Le théoréme de Tate
de dualité entre H' (K, A') et A(K) sur les variétés abéliennes pour un corps
local (Corollaire 2.3.1]) est le premier théoréme de dualité en arithmétique.
Pour le montrer, nous développons le théoréme de dualité (Z.2.1]) et (2.2.2))
pour un corps local. Afin de voir le théoréme de dualité locale, on a be-
soin d’un théoréme de dualité (ZI]) pour une formation de classes, qui
est montré par des méthodes d’algebre homologique. La théorie du corps
de classes local donne les informations sur I’application de réciprocité recg;
comme la dimension cohomologique stricte du groupe de Galois d'un corps
local est 2, nous obtenons des informations sur 'application a'(G,Z/mZ).
Nous pouvons donc appliquer le théoréme de dualité pour une formation de
classes et trouvons la dualité locale. Nous avons aussi des résultats pour un
corps local archimédien et pour un corps hensélien (Théoréme et Théo-
réme [2.2.4)). Pour un corps local, nous trouvons une formule magnifique de
caractéristique d’Euler-Poincaré (2.2.6)), dont la méthode de démonstration
est due a Serre [31, SerreCohGal 11.5] : quelques résultats de la théorie des
représentations des groupes finis sont appliqués.

Sur la dualité globale, nous montrons le théoréeme sur la suite exacte
de Poitou-Tate (2.4.8) annoncé par Tate au congrés international de ma-
thématiques en Suéde 1962 (cf. |35, Tate|), qui est prouvé indépendam-
ment par Poitou et par Tate. Premiérement, nous développons la théorie
du corps de classes global par rapport a l'extension Kg/K pour obtenir une
P-formation de classes (Gg, Cs), nous trouvons alors une dualité. Ensuite,
nous calculons les termes de la suite longue des Ext associée a la suite exacte
0 — Eg — Jg — Cg — 0, et trouvons alors la suite de Poitou-Tate. Dans la
suite de Poitou-Tate, application 35(K, M) est propre (Proposition 2:4.9),
ce qui implique la finitude de IITL (K, M). Pour voir la propreté, nous nous
ramenons par la suite spectrale de Hochschild-Serre au cas simple, pour le-
quel nous pouvons calculer directement. La preuve de la propreté suit celle
du livre [22, NSW] qui marche pour un corps de nombres et pour un corps de
fonctions a la fois. La formule de caractéristique d’Euler-Poincaré (Z.4.20)
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est aussi énoncée. Sa démonstration est similaire au cas local, nous suivons
la preuve du livre [11, Haberland|.

Ensuite, nous commencons a étudier les théorémes de dualité en arith-
métique en cohomologie étale. Nous étudions la cohomologie d'un anneau
local hensélien ; combinant les informations du point générique et du point
fermé, nous trouvons une dualité locale (3.1.9)).

Pour la dualité globale, premiérement, nous définissons les groupes de
cohomologie a support compact tels qu’ils satisfassent une suite exacte

S HI(UF) = H(U,F) = @y H' (K, F) — HIHUF) = oo
Deuxiémement, nous calculons les groupes de cohomologie de G,,, qui nous
donnent des objets importants de la théorie algébrique des nombres, par
exemple, le groupe des classes d’idéaux, le groupe des unités, etc.. Trou-
vant une identification ([8.2.12]) des groupes de cohomologie galoisienne avec
les groupes de cohomologie étale considérés, cela nous donne finalement la
finitude des groupes de cohomologie étale considérés et la formule de carac-
téristique d’Euler-Poincaré (.2.17)). Enfin, nous énongons et démontrons le
théoréme de dualité d’Artin-Verdier (3.3.1) annoncé par Artin et Verdier
(1964). Il y a une démonstration dans I'article [I7, Mazur[? pour un corps
de nombres totalement imaginaire, peut-étre la preuve du livre [19, Mil-
neADT] est la premiére preuve publiée, pour le cas d’un corps de fonctions
une preuve est exposée dans Uarticle [B, Deninger1984|. La stratégie de la
démonstration est la suivante : nous nous ramenons pas a pas au cas simple,
nous fabriquons une machine pour faire la récurrence ; par calculs directs et
récurrence nous prouvons le cas simple, qui marche bien avec I’hypothése
car(K) 1 [F5]. Afin de conclure nous utilisons un argument supplémentaire
d’Artin-Schreier pour le cas d’un corps de fonctions.

2Malheureusement, une léger inexactitude est signalé dans I’article [5, Deninger1984].



Chapitre 1
Préliminaires

Beaucoup de préliminaires sont exposés, qui seront souvent appliqués dans
les chapitres suivants.

Certains d’entre eux, pour lesquels il n’est pas facile de trouver une ré-
férence, sont montrés en détails, par exemple la proposition et ses
corollaires. Les résultats sans démonstration font partie de théories clas-
siques, pour lesquelles les références sont données, par exemple la théorie
du corps de classes.

La théorie du corps de classes, la théorie de la cohomologie des groupes
(pour le chapitre 2) et la théorie de la cohomologie étale élémentaire (pour
le chapitre 3) sont nécessaire pour comprendre les démonstrations des théo-
rémes de dualité en arithmétique.
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Notations

Dans ce mémoire, les notations usuelles sont les suivantes.

On note Q, Z, et N I'ensemble des nombres rationnels, entiers et entiers
positifs.

Pour un groupe G, on note [G] son ordre si c’est fini, et [G : H| l'indice
d’un sous-groupe H.

Pour un groupe abélien M, on note M,, et M™ les groupes satisfaisant
a la suite exacte

0— M, - M3 M- M™ 0.

On note, pour un premier [, M(l) la réunion des M;» dans M pour n > 1,
¢’est un sous-groupe de M. On note aussi M; le sous-groupe de torsion de
M.

Pour un corps K, on fixe K* sa cloture séparable et on note G le groupe
de Galois absolu Gal(K*/K).

1.1 Complété profini, dualité

Complété profini

Nous discutons la notion de complété profini. Nous supposons que tout
groupe topologique G est muni d’une base de voisinages de 1 qui se com-
posent de sous-groupes ouverts, tous les groupes topologiques qui nous in-
téressent vérifient cette hypotheése.

Définition 1.1.1. Soit G un groupe topologique, les sous-groupes ouverts
d’indice fini donnent la topologie profinie associée. On définit
G = lim G/N le complété profini de G.

— Nowvert<IG,[G:N]<oo

Attention. Dans ce mémoire, ~  note le complété profini, mais pas le com-
plété par rapport a la topologie originale du groupe considéré. Exception :
si K est un corps hensélien, K est le complété adique (i.e. par rapport a la
topologie originale de K).

Définition 1.1.2. On dit que ¢ : G; — G5 un homomorphisme continu de
groupes topologiques est strict, si pour tout ouvert U de G, I'image ¢(U)
est un ouvert de im(yp) muni de la topologie induite par Gs.
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Si ¢ est injectif, c’est strict si et seulement si G; C G5 est muni de la
topologie induite par G5. Si ¢ est surjectif, c’est strict si et seulement si Gy
est muni de la topologie quotient de Gj.

Si ¢ : G5 — G5 est un homomorphisme continu, c¢’est encore continu pour
les topologies profinies associées. Mais en général, si ¢ est strict, on ne peut
pas déduire que c’est encore strict pour les topologies profinies associées.

Etant donnée une suite exacte de groupes topologiques 1 — G’ — G —
G" — 1 avec des homomorphismes stricts, si I’'on compléte tous les termes
par rapport aux topologies originales, la suite obtenue sera aussi exacte car
tous les homomorphismes sont stricts (cf.[2, Atiyah|). Mais si I'on prend les
complétés profinis(i.e. on compléte par rapport aux topologies profinies as-
sociées), la suite ne sera pas forcément exacte, parce que pour les topologies
profinies, les homomorphismes ne seront pas stricts (donc on ne peut pas
appliquer [2, Atiyah]|) méme s’ils le sont pour les topologies originalesD

On a les résultats suivants.

Proposition 1.1.3. Soit une suite de groupes topologiques A > B LY,
exacte en B avec ¢, 1 stricts. On suppose
(1)im(v)) est fermé dans C' et C'/im(v) est totalement discontinu;

(2)C est Hausdorff localement compact et engendré compactement(i.e.

engendré algébriquement par un sous-ensemble compact). Alors la suite A5

~ w ~
B = C est encore exacte.

Démonstration. On combine [19, MilneADT 1.0.20(b)] et de [12, Harari Ap-
pendice]. O

. . Pi—1 o .
Corollaire 1.1.4. Soit --- — A,y — A; = Aj1 — -+ une suite exacte
de groupes Hausdorff localement compacts totalement discontinus et engen-

. ) —~ Gi1 o @
drés compactement, alors la suite --- — A;_y — A; = A — -+ est
encore exacte.

Démonstration. Les homomorphismes sont automatiquement stricts d’images
fermées avec co-noyaux totalement discontinus si tous les groupes sont Haus-
dorff localement compacts totalement discontinus et engendrés compacte-
ment. O

Exemple 1.1.5. Complétant profiniment la suite exacte de groupes discrets
0—172/Z — Q/Z - Q/Z — 0, on obtient la suite 0 — 1Z/Z — 0 — 0 —
0, qui n’est plus exacte, parce que Q/Z n’est pas engendré compactement(i.e.
engendré par un sous-ensemble fini dans ce cas).

Dans [19, MilneADT], on ne peut pas appliquer la proposition 1.0.20 pour obtenir
Iexactitude de la suite avec les complétés profinis.



Préliminaires

Dualité des groupes topologiques abéliens

Dans ce mémoire, on note G* = Homys(G,Q/Z) le groupe dual du groupe
topologique abélien G, ot Q/Z est muni de la topologie discréte.

Le groupe Hom.s(G,S), muni de la topologie compact-ouvert s’appelle
le groupe dual de Pontryagin, ou S est le groupe topologique R/Z. On peut
vérifier facilement que G* = Homs(G, S) dans les cas suivants,

(1)G est discret de torsion ;
(2)G est profini.

Alors dans ces cas, on a la dualité de Pontryagin, G ~ G*, G* est profini
(resp. discret de torsion) si et seulement si G est discret de torsion (resp.
profini).

Proposition 1.1.6. Soit la suite de groupes topologiques G' — G — G”
exacte en G. St G, G' et G” sont profinis ou discrets, alors la suite G"* —
G* — G™* est encore exacte en G*.

Démonstration. Pour le cas profini, on applique le fait que toute bijec-
tion continue entre espaces compacts Hausdorff est toujours un homéo-
morphisme. Pour le cas discret, on sait que G* = Homus(G,Q/Z) =
Hom(G,Q/Z) et que Hom(—,Q/Z) est un foncteur exact car Q/Z est di-
visible donc c¢’est un Z-module injectif. O]

On va appliquer souvent cette proposition sur une suite exacte longue de
groupes de cohomologie. Par exemple, la cohomologie des groupes profinis

H"(G, M) est discréte de torsion si r > 1(cf. [L2.2]).

1.2 Algébre homologique

Extension et cohomologie

Définition 1.2.1. Soit G un groupe profini, on dit qu'un G-module M est
un G-module discret siJy, oMY =M.

Soit G un groupe profini, si M est un G-module discret, c’est de type
fini sur Z si et seulement s’il est engendré par un certain sous-ensemble fini
comme G-module, dans ce cas, on dit simplement M est de type fini.

Pour tout G-module M, le G-module J, M U est toujours dis-
cret. Soient M et N deux G-modules, Hom(M, N) est un G-module par
I'action conjuguée (i.e. 7f(m) = o(f(c7'm)),Ym € M,Vo € G et Vf €
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Hom(M, N),) mais ce n’est pas en général un G-module discret méme si
M et N le sont. On note Hompu (M, N) = Uyp,.....<c Hom(M, N)V pour
un sous-groupe distingué fermé H de G, alors Hompy (M, N) est un G/H-
module discret, et on peut définir Exty (M, —) le r™ foncteur dérivé a droite
de Hompy(M,—). Si M et N sont deux G-modules discrets et on suppose
que M est de type fini, alors Exty (M, N) = Exty(M, N), en particulier,
Hom(M,N)=Hom(M,N) est un G-module discret.

Pour un groupe profini G et un G-module discret M, on définit le groupe
de cohomologie H" (G, —) le r™¢ foncteur dérivé a droite du foncteur
Homg(Z,—) = Hom(Z,—)%, i.e. H"(G, M) = Ext,(Z, M). On peut aussi
les définir par une résolution projective explicite non-homogéne (les co-
cycles, les co-bords, etc. (cf. [28, SerreCorpsLoc VII|)).

Tout accouplement bi-linéaire des G-modules discrets M x N — P induit
un accouplement qui s’appelle cup-produit

H™(G, M) x H¥(G,N) = H"™"*(G, P).
Lemme 1.2.2. Soit G un groupe profini, et soit M un G-module discret.
Alors H"(G, M) est de torsion sir > 1, c’est fini si G est fini et M est de
type fini.
Démonstration. En effet, pour » > 1 on peut écrire H"(G, M) comme la
limite inductive de cohomologies de groupes finis, chaque terme est fini (on
considére Res et Cores), la limite est de torsion, cf. |31, SerreCohGal 1.2.2].

Si G est fini et M est de type fini, d’aprés la résolution non-homogéene
explicite, les cohomologies sont de type fini sur Z, donc sont finis. O

Lemme 1.2.3. Soit H un sous-groupe distingué ouvert de G, alors pour tout
H-module discret N, Hom(Z|G/H],N) ~ Z|G/H| ®z N ~ Z|G| @zm N
est un G-module discret, et on a

H'(G, Z|G] @z N) ~ H"(H, N)
et Ezty,(Hom(Z|G/H],N), P) ~ Ext},(N, P).

Démonstration. La premiére assertion est connue d’aprés Shapiro, la der-
niére peut étre montrée de la méme méthode que la démonstration du lemme
de Shapiro. n

Proposition 1.2.4. Soit H un sous-groupes distingué fermé de G, et soient
N et P deux G-module discrets. Alors pour tout G /H-module discret M tel
que TorZ(M, N) = 0 pour tout r > 1, il y a une suite spectrale

Bty y(M, Extyy (N, P)) = Extlf*(M ®; N, P).
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Démonstration. En effet, ¢’est une suite spectrale de la composition de deux
foncteur (cf. [8, GrothendieckT6hoku 2.4]), pour une démonstration com-
pléte on peut voir [19, MilneADT 1.0.3]. O

Corollaire 1.2.5 (la suite spectrale de Hochschild-Serre). Soit H un
sous-groupes distingué fermé de G, alors pour tout G-module discret M, on
a une suite spectrale

H"(G/H,H*(H,M)) = H™ (G, M).
Corollaire 1.2.6. Soient M et N deux G-modules discrets, on a une suite
spectrale
H"(G,Ext*(M,N)) = Exty*(M, N).
Lorsque M est de type fini, il y a une suite exacte
0 — HYG,Hom(M,N)) — Ext;,(M,N) —
HY(G, Ext'(M,N)) — H*(G, Hom(M,N)) — --- .

De plus, st N est divisible par tout premier qui est ['ordre d’un élément
de M, alors Ext"(M,N) =0, ¥r > 1, on a donc H" (G, Hom(M,N)) =
Exty,(M, N) pour tout entier r.

Démonstration. La suite exacte vient de la théorie standard des suites spec-

trales. Pour montrer I'assertion Ext"(M,N) = 0, Vr > 1, on se raméne

au cas M = Z/p'Z avec N p-divisible car Fxt"(Z,N) = 0, Vr > 1.
'3

On note que N divisible par p' implique que Hom(Z, N) & Hom(Z, N)

est surjective. D’aprés la suite exacte longue de Ezt*(—,N) appliqué a

0-z%72 - Z/p'Z — 0, on obtient Ext"(Z/p'Z,N) =0 Vr > 1. O

Cohomologie de Tate

Soit G' un groupe fini, et soit M un G-module discret. On note I le noyau
de l'augmentation Z[G] — Z — 0

Dualement, on définit H,.(G, —) le r'™¢ foncteur dérivé a gauche du fonc-
teur Z Qzjq) — = (M — M/IM), i.e. H.(G,M) = TorS(Z, M).

On définit Papplication norme N = Y  _.o0 : M — M. Notant que
IM C ker(N) et im(N) C M€, on déduit une application N satisfaisant

0— ker(N) —— M/IM Y MG coker(N)—0

Ho(G,M)  HYG,M)
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Alors ker(N) = ker(N)/IM et coker(N) = M%/NM. On définit la coho-
mologie de Tate

H"(G,M), n>1
MY/NM, n=
ker(N)/IM, n=—
H_n_l(G,M), n<-—1

Hy(G, M) =

et on obtient une suite exacte longue
T H;‘(Ga M,) - H;(G7M) - H;(G: MH) - H;—H(G, M/) — ‘V?“ - Z

pour chaque suite exacte courte de G-modules discrets 0 — M — M —
M" — 0.

Si G est cyclique, les H* sont de période 2, i.e. Hy(G, M) ~ H;"*(G, M).
Si G est cyclique et on suppose que H%(G, M) et H}.(G, M) sont finis, on
définit le quotient de Herbrand h(M) = % On sait que pour tout M
fini, h(M) =1 (cf.[28, SerreCorpsLoc]).

Accouplement de Yoneda

Soient M, N et P des G-modules, on peut définir I’accouplement de Yo-
neda

Ext},(M,N) x Ext,(P,M) — Exty*(P, N)

de beaucoup de manicres, par exemple, on regarde Extl (P, M) comme
I’ensemble des classes d’équivalence des extension & s-feuilles de P par
M, on fixe une extension a s-feuilles de P par M, et on déploie cette
suite exacte comme les suites exactes courtes, ensuite on obtient les s
applications de bord, on les compose, et donc on obtient une application
Exty,(M,N) — Exty (P, N) pour chaque extension & s-feuilles de P par
M, cet homomorphisme ne dépend que de la classe d’équivalence de 1'ex-
tension fixée. On définit donc ’accouplement.

En particulier, on prend P = Z, si M et N sont des GG-modules discrets,
alors Fats,(P,M) = H*(G,M) et Ext;,*(P,N) = H™™(G, N), on obtient
I'accouplement

Exti(M,N) x H*(G, M) — H™*(G, N)

Soit M x N — P un accouplement des G-modules discrets. Il induit une
application M — Hom(N, P), donc H"(G,M) — H"(G,Hom(N, P)) —
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Exty,(N, P), ou la derniére application vient de la suite spectrale. On sait
que le diagramme suivant commute

H"(G,M) x H*(G,N)—>= H"*(G,P)

|

Exty,(N,P) x H(G,N)X2% grts(@q, P)

1.3 Formation de classes

Définition 1.3.1. Soient G un groupe profini et C' un G-module discret,
une famille d’isomorphismes

invg : H*(U,C) — Q/Z

indexés par les sous-groupes ouverts U de G est dite une formation de classes
si

(1)pour tout sous-groupe ouvert U C G, H(U,C) = 0, et
(2)pour toute paire de sous-groupes ouverts V C U C G, le diagramme

RGSV’U

H?*(U,C) H*(V,C)

invyl: im)VJV:

Q/zZ - »Q/Z

commute avec n = [U : V.

Si V' est un sous-groupe distingué de U d’indice n, les conditions im-
pliquent le diagramme suivant avec les lignes exactes

0—— H2UV,cV) ™ B2 (0, 0) S B2 (v, 0) —— 0

i’er/ VJ(: inUUJV: inv VJV:

0———12/2 Q/Z—"—Q/Z 0

ol tnvyyy est définit comme la restriction de tnvy. En particulier, on a
pour tout sous-groupe U de GG, un isomorphisme

1
invgy : H*(G/U,CY) — EZ/Z,

on note ug,y I'élément de H*(G/U,CY) envoyé sur 1/n.
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Lemme 1.3.2 (Tate-Nakayama). Soit M un G-module discret tel que
Tor’(M,C) = 0. Alors, l’application

Hy(G/U, M) — Hy*(G/U, M @z CV)

a— alUug/u

est un isomorphisme pour tous les sous-groupes distingués ouverts U de G
et tous les entiers r.

Démonstration. cf. [28] SerreCorpsLoc IX.8§| O

Théoréme 1.3.3. Soit (G,C) une formation de classes, alors il y a une
application canonique recg : C% — G dont limage est dense et dont le
noyau est ﬂNg/UCU. Le noyau s’appelle le groupe des normes universelles.

Démonstration. On applique le lemme de Tate-Nakayama pour M = Z et
r = —2. Pour en savoir plus, cf. [28, SerreCoprsLoc XIJ. ]

Remarque 1.3.4. On remarque que le cup-produit
HY(G,C) x H¥(G,Z) = H*G,C)
s'identifie a ’accouplement
<, > C0%x Homus(G,Q/Z) — Q/Z,
I'application recg est déterminée par 1’équation
< ¢, x >= x(recg(c)), Ve € C¢, x € Homy,(G®,Q/Z)

Remarque 1.3.5. Notre définition de la formation de classes est un peu plus
forte que celle usuelle au sens de [Il, Artin-Tate]. Au sens usuel on demande
seulement que les applications invy soient injectives, induisant des isomor-
phismes H?(U/V,CV) — [U : V]7YZ/Z pour tous sous-groupes distingués
ouverts V' de U. Notre définition est équivalente a la définition usuelle plus
la condition que l'ordre de G (comme groupe profini) soit divisible par tous
les entiers non-nuls. Par exemple, le groupe de Galois absolu G dun corps
global a un sous-quotient égal a Gal(k®/k) ~ Z, ou k est un certain corps
résiduel du corps global, donc I'ordre de GG est divisible par tous les entiers
non-nulle.
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Définition 1.3.6. Soit P un ensemble de nombres premiers. On dit que
(G, C,invy) est une P-formation de classes, remplagant la condition « invy
soit un isomorphisme » dans la définition précédente par les conditions sui-
vantes,

invy soit injective pour chaque sous-groupe ouvert U de G, tel que

(a)pour toute paire de sous-groupes ouverts V' C U C G avec V distingué
dans U, Papplication invy,y : H*(U/V,CV) — [U : V|"'Z/Z induite par
1nvy soit un isomorphisme.

(b)pour tous sous-groupes ouverts U de G et | € P, la partie [-primaire
H?*(U,C)(I) — (Q/Z)(1) induit par invy soit un isomorphisme.

Remarque 1.3.7. (1)La condition (b) est équivalent a dire que pour tous
[ € P, 'ordre de G soit divisible par [*°.

(2)Si (G, C) est une formation de classes, et H est un sous-groupe ouvert
distingué de G, alors (G/H,C*) est une P-formation de classes avec P =
{t; 1> [G/H]}

(3)Si P = {tous les premiers}, la notion de P-formation de classes est
exactement la notion de formation de classes en notre sens; si P = (), la
notion de P-formation de classes est exactement la notion de formation de
classes au sens usuel.

Ezemple 1.3.8. (a)Soit G un groupe profini isomorphe a Z qui agit triviale-
ment sur C' = Z. 1l existe un sous-groupe ouvert d’indice m unique U de G
pour tout m € N. Si I'on fixe un générateur topologique o de Z, on a U =

< 0™ > et un isomorphismes des groupes topologiques Homs(U, Q/Z) —

Q/Z; f — f(c™). D’apreés la suite exacte courte 0 — Z — Q — Q/Z — 0,
on définit invy : H*(U,Z) — Q/Z comme I'application satisfaisant le dia-
gramme commutatif suivant

0= HYU,Q)—— HYU,Q/Z) —=— H*(U,Z) — H*(U,Q) = 0

H
Homy(U,Q/Z

~

0z

Uy

Clairement, (G, C) = (Z,Z) est une formation de classes.

(b)Soit K un corps local non-archimédien. On note le groupe de Galois
absolu G = Gal(K*/K) et C = K*. Le groupe d’inertie I = Gal(K*®*/K""),
ou K™ est I'extension maximale non-ramifiée de K dans K*. Alors G/I ~
Gal(k*/k) ~ Z, ot k est le corps résiduel. On prend o = Frob I'élément de
Frobenius dans la situation (a).
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On définit invg par le diagramme suivant

2, H2(G, K5 — Br(K™) =0

~

044449]¥2(C;/]’I(nr*)
OTQLZ
H*(G/1,Z)
invg/{L:

Q/Z

invg

Pour voir 'exactitude de la ligne cf. [28, SerreCorpsLoc VIIL.6| avec le théo-
réeme de Hilbert 90. Br(K™) = H?*(Gal(K*/K™), K**) = 0 vient du fait
que toute algeébre centrale simple est déployée par une extension finie non-
ramifiée, cf. |28, SerreCorpsLoc|. Lorsque une uniformisante de K™ est fixée,
on a une section de l'application ord : K™* — Z, alors K™ ~ O"* X Z
comme les G/I-modules discrets, or on sait que la cohomologie du groupe
des unités est trivial (cf. [27, SerreLCFT 1.2]), alors 'application ord au
niveau de la cohomologie est un isomorphisme notant que les cohomologies
commutent avec la somme directe. Enfin, I'isomorphisme invg,; vient de
(a).

On peut aussi définir invy pour tout sous-groupe ouvert U de G, et on
obtient une formation de classes (Gk, K*). L’application d’Artin recy est
injective avec I'image dense, voir la section suivante cf[1.4.1l

(c)Soit K un corps global, on note G = G = Gal(K*/K) et C = lim C},
ou (', est le groupe des classes d’ideles de L, ou L est une extension finie
séparable de K. Soit v une place de K, on note K, le complété par rapport
al |y, alors G, = Gal(K?/K,) est isomorphe au groupe de décomposition
un sous-groupe fermé de G.

On sait qu'il y a un unique isomorphisme invg : H*(G,C) — Q/Z qui
commute avec tous les inv, locaux

H%(G,C) ™% Q/Z

. H

H2(G,, K3) ™ Q/Z

Le inv, est défini dans (b) s’il est non-archimédien. Sinon, le inv, est une
injection avec 'image %Z/Z ou 0Z/Z.

On peut aussi définir invy pour tout sous-groupe ouvert U de G, on
obtient alors une formation de classes (G, C). L’application d’Artin recg
est surjective avec noyau divisible si K est un corps de nombres; recg est
injective avec co-noyau uniquement divisible si K est un corps de fonctions,
voir la section suivante [L4.2
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1.4 Théorie du corps de classes

Théorie du corps de classes local

Soit K un corps local non-archimédien, c¢’est-a-dire que c¢’est une extension
finie de Q, ou F,+((T)). Soit G le groupe de Galois absolu de K. La théorie
du corps de classes local dit que (G, K*) est un formation de classes, alors
on a une application naturelle recg : K* — G.

Théoréme 1.4.1. (1)L’application reck est fonctorielle en K, injective,
son image est dense, son co-noyau est isomorphe a 2/2, en particulier
coker(recy) est uniquement divisible.

(2)Elle est un isomorphisme au niveau fini, et induit un isomorphisme
des groupes profinis K* et G, o K* est le complété profini de K*, ou K*
est muni de la topologie défini par la valuation sur K.

(3)Les ouverts d’indice fini de K* sont de la forme Nmp xL* avec L une
extension abélienne finie de K.

(4)Le sous-corps K% de K* fizé par G® est la composition des sous-corps
K™ et K, ou K™ est 'extension mazximale non-ramifiée de K (qui est
canonique), et K, est une extension totalement ramifiée de K (qui dépend
du choiz de l'uniformisant w de K ).

(5)L’image de m agit sur K™ comme [’action de Frobenius.

Démonstration. Pour en savoir plus, cf.[I, Artin-Tate| ou [28, SerreCorpsLoc],[27,

SerreLCFT]. N

Théorie du corps de classes global

On considére un corps global K (une extension finie séparable de Q ou
F,(T)), on note Jg le groupe des idéles de K et Cx = Ji/K* le groupe des
classes d’idéles, ce sont des groupes topologiques. Soit G le groupe de Galois
absolu de K, qui agit naturellement sur C', on obtient un GG-module discret.
La théorie du corps de classes global dit que (G, Ck) est une formation de
classes, alors on a une application naturelle recg : Cx — G.

Théoréme 1.4.2. (1)L’application reck est fonctorielle en K, son image
est dense. C’est aussi compatible avec les recy, qui viennent de la théorie
du corps de classes local.

(1.1)Dans le cas d’un corps de nombres, l'application recy est surjective
avec noyau la composant connexe neutre de Cg, le noyau est un groupe
divisible ;
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(1.2)Dans le cas d’un corps de fonctions, l'application recy est injective
avec co-noyau isomorphe a Z/Z, en particulier coker(recy) est uniquement
divisible.

(2)C’est un isomorphisme au niveau fini, et induit un isomorphisme des
groupes profinis 6’} et G, on 6’;( est le complété profini de C.

(3)Les ouverts d’indice fini de Cx sont de la forme NmpxCr, avec L une
extension abélienne finie de K.

Démonstration. Pour en savoir plus, cf.[I], Artin-Tate| ou [36], Tate]. On peut
aussi développer la théorie dans le langage du groupe des classes d’idéaux,
c’est utile parfois. On note encore que la théorie du corps de classes pour
les corps global de fonctions est similaire a celle pour les corps locaux. [

1.5 Dimension cohomologique stricte

Nous discutons les corps qui sont de dimension cohomologique stricte 2,
c’est important pour les théorémes de dualité en arithmétique.

Soit p un nombre premier, et soit G un groupe profini.

Définition 1.5.1. On dit que G est de p-dimension cohomologique (resp. p-
dimension cohomologique stricte) n, et on note cd,(G) = n (resp. scd,(G) =
n), si n est le plus petit entier vérifiant la condition suivante :

Pour tout G-module discret de torsion (resp. G-module discret) M, et tout
q > n, la composante p-primaire de H%(G, M) est nulle.

Définition 1.5.2. On appelle c¢d(G)=sup{cd,(G); p est premier} (resp.
scd(G)=sup{scd,(G); p est premier}) la dimension cohomologique (resp.
dimension cohomologique stricte) de G.

Remarque 1.5.3. 1l est possible que la (p-)dimension cohomologique (stricte)
soit infinie.

Soit K un corps, Gk le groupe de Galois absolu.

Théoréme 1.5.4. La dimension cohomologique stricte scd(Gg) =2 si
(i) K est un corps fini, dans ce cas cd(Gg) = 1;
(1)K est un corps local ;
(111 ) K est un corps de fonctions dont le corps résiduel est fini;
(iv)K est un corps de nombres totalement imaginaire ;

(v)K est le corps des fractions d’un anneau de valuation discréte Hensé-
lren excellent.
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Démonstration. (i)cf. |28, SerreCorpsLoc];

(ii)cf. [28, SerreCorpsLoc];

(iii)cf. [22, NSW];

(iv)cf. [22, NSW 1.10.2.3];

(v)D’apres [19, MilneADT I.A.6], on a Gx = G ou K est le complété
de K, c’est un corps local, alors on conclut d’aprés (ii).

Pour en savoir plus, voir [22) NSW]|, ou bien une autre maniére de dé-
monstration dans [3, Brumer|. On remarque que si scd(Gg) = 2, on a

Hg(GK,Z):O []

Remarque 1.5.5. Soit K un corps de nombres, et soit S un ensemble de
places de K, on note Kg l'extension maximale non-ramifiée en dehors de S

de K et Gg = Gal(Ks/K). L’assertion de Tate dans son exposé |35, Tate]
que scd(Gg) = 2 n’a pas été montrée encore.

1.6 Groupes algébriques de type multiplicatif

Soit K un corps, G un groupe algébrique sur K.

Définition 1.6.1. On dit que G est de type multiplicatif si Ggs = G X gpec(k)
Spec(K*®) est diagonalisable. C’est un K -tore si G est connexe. (cf. [37, Wa-
terhouse])

Théoréme 1.6.2. Le foncteur G — X*(G) = Homgs_gpe.aig(Grs, Gy,) se
donne une équivalence de catégories entre la catégorie des K-groupes algé-

briques de type multiplicatif (resp. finis de type multiplicatif) et la catégorie
des Gal(K?® /K )-modules discrets de type fini (resp. finis).

De plus, dans ce cas, pour L extension séparable de K, [’ensemble des
L-points rationnels G(L) = Homgaks/0)(X*(G), K**).

Démonstration. On remarque que le quasi-inverse est donné par M +—
Spec((K*[M])GE /K on K[ M] est I'algébre de groupe pour le Gal(K*/K)-
module discret M vu comme un groupe abélien. Pour en savoir plus, cf.[37,
Waterhouse]. O

Théoréme 1.6.3. Le foncteur G — G(K?®) se donne une équivalence des
catégories entre la catégorie des K-groupes algébriques finis étales (resp.
finis étales abéliens) et la catégorie des groupes finis avec l'action continue

de Gal(K*/K) (resp. Gal(K*®/K)-modules discrets finis)

Démonstration. On peut voir |37, Waterhouse]. O
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Remarque 1.6.4. En caractéristique p # 0, il y a groupes algébriques finis
(alors affines) qui ne sont pas de type multiplicatif ou ne sont pas étale,
par exemple Z/pZ est étales mais n'est pas de type multiplicatif, p, est
de type multiplicatif mais n’est pas étale. Si car(K) = 0, tous les groupes
algébriques sont réduits, les groupes algébriques finis sont toujours étales et
de type multiplicatif.

Les deux foncteurs précédents sont différents, méme s’ils sont bien définis
a la fois sur la sous-catégorie de K-groupes algébriques finis en caractéris-
tique 0.

Soit G un K-groupe algébrique fini (donc affine), G = Spec(A) avec A
une algebre de Hopf sur K. On définit AP = Homg (A, K), on peut lui
donner naturellement une structure d’algébre de Hopf, et on définit GP =
Spec(AP) le dual de Cartier de G. Supposons G et GP étales (par exemple,
si ordre de G est non-divisible par car(K), ou si car(K) = 0), on note
M = X*(G) et M' = X*(GP), alors M’ = MP = Hom(M, K*) = G(K*)
et M = M'" = Hom(M', K*) = GP(K*). Pour plus informations, voir [37,
Waterhouse].

Si K est un corps topologique, ’ensemble des points rationnels G(K) est
muni d’une topologie naturelle par la topologie de K.

Théoréme 1.6.5. Soit G un K-groupe algébrique réductif (conneze), ou K
est un corps local non-archimédien. Alors, G(K) est un groupe topologique
localement compact, Hausdorff, totalement discontinu et compactement en-
gendreé.

Démonstration. cf. [24, AG-NT]. O

Corollaire 1.6.6. Soit G un K-groupe de type multiplicatif, ou K est un
corps local non-archimédien. Alors G(K) est un groupe topologique locale-
ment compact, Hausdorff, totalement discontinu et compactement engendré.

Démonstration. On a la suite exacte 0 — G° — G — m(G) — 0, alors
0 — GYK) - G(K) — m(G)(K). m(G) est un groupe algébrique fini
étale, mo(G)(K) est fini, GY est un K-tore, c’est réductif, alors on applique
le théoréme précédent. O

1.7 Anneaux locaux henséliens

Soit (R, m) un anneau de valuation discréte de corps résiduel & = R/m.
Pour tout f € R[X], on note f € k[X] la réduction modulo m.
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Définition 1.7.1. On dit que R est hensélien s'il vérifie le lemme de Hensel,
i.e. si f est unitaire tel que f = goho dans k[X]| avec gy et hy unitaires et
co-premiers, alors il existe g et h dans R[X] tels que f = gh et g = go,
}_L - ho.

Le lemme de Hensel dit que les anneaux de valuation discréte complets
sont toujours henséliens. Mais en général, les anneaux henséliens sont moins
grands que leur complété. Le hensélisation R" d'un anneau de valuation
discréte R est le plus petit anneau hensélien contenant R. On sait que R et
R" ont méme corps résiduel. Par exemple, soit K un corps global, on choisit
un prolongement de K* dans K 5 ol K est le complété de K par rapport
a la valuation non—archlmedlenne v, on note (9 I’anneau des entiers de Kv,
onaO'=K*n O,. Pour plus d’informations, cf. [18, MilneEC 1.4].

Soit R un anneau hensélien local du corps des fractions K, avec G le
groupe de Galois absolu de K. On note R et K les complétés associés.

Théoréme 1.7.2 (Greenberg). Soit X un schéma affine de type fini sur
R. Si R est excellent (dans notre cas, c’est équivalent a la condition que
K soit séparable sur K, cf. [13, Liuf ou [16, Matsumuraf), alors X(R) est

dense dans X (R ) (par rapport a la topologie adique sur X(R))

Démonstration. cf. [7, Greenberg] O

Proposition 1.7.3. Soit X un schéma de type fini sur R avec R un anneau
de valuation discréte excellent, alors X (K) est dense dans X (K).

Démonstration. En recouvrant X par des ouverts affines, d’aprés[[L.7.2 Greenberg)

X(R) est dense dans X (R). Si X est propre sur R, on a X(R) = X (K) et
X(R) = X(K) d’apres le critére valuatif. Alors X (K) est dense dans X (K)
si X est propre sur R. En général, d’aprés Nagata on peut plonger X dans
un schéma propre, il existe une immersion ouverte sur j : X — X sur R,
d’image Zariski dense, telle que X soit propre de type fini sur R (cf. [18
MilneEC| ou [20, Nagatal). On obtient que X (K) est dense dans X (K ).
Restreignant a Pouvert de Zariski X (K) de X(K), X(K) = X(K) N X(K)
est dense dans X (K). O

Corollaire 1.7.4. Soit X un schéma en groupe affine de type fini sur K,
alors X (K) est dense dans X (K).

Démonstration. Comme X est affine de type fini sur K, il existe un modelé?
Xo sur R de X, plus précisément, X, est de type fini sur R avec la fibre

2Par exemple, X s’écrit comme un sous-schéma fermé d’un espace affine défini par un
nombre fini d’équations sur K, on élimine les dénominateurs des coeflicients des équations,
et on trouve alors un modéle Xy sur R de X.
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~

générique isomorphe & X sur K, alors Xo(K) = X(K) et Xo(K) = X(I?)

~

D’aprés la proposition précédente, Xo(K') est dense dans Xo(K). ]
Corollaire 1.7.5. Soit X un schéma en groupe affine de type fini sur K,

—
~

alors )T(I?) — X(K) est un isomorphisme (— en haut est le complété
profini par rapport a la topologie adique de X (K) et de X (K)).

~

Démonstration. SiU est un sous-groupe ouvert de X (K), alors X (K)NU est
un sous-groupe ouvert de X (K). X (K)/X (K)NU ~ X (K)U/U = X(K)/U,
car X (K) est dense dans X (K), alors U est d’indice fini si et seulement si
X(K)NU est d’indice fini, on conclut. O

Beaucoup de résultats sur un corps local sont encore vrais sur les corps
des fractions des anneaux locaux henséliens.

Proposition 1.7.6. La paire (G, K**) est une formation de classes. En
conséquence, on a une application continue recy : K* — G, qui induit des
isomorphismes aux niveaur finis.

Démonstration. cf. 19, MilneADT L. A] O

Proposition 1.7.7. Si R est excellent de corps résiduel fini, alors

(i)toutes les extensions finies séparables de K sont de la forme F avec F
une extension finie séparable de K, de plus, on a [F : K| = [ﬁ : f/(\'] ;

(1)K est algébriqguement clos dans IA(, on a donc K linéairement disjoint
de K* (la cloture algébrique de K ) sur K.

En conséquence, ' +— F est une bijection entre les ensemble des exten-

sions finies séparables de F' et de F. On a donc les groupes de Galois Gk

et G isomorphes, en particulier c’est de dimension cohomologique stricte
2.

Démonstration. On va utiliser un théoréme d’approximation de Greenberg
[7, Greenberg|, cf. [19, MilneADT L.A|. O

Notant que G‘[Lé’ = G4%, d’aprés la théorie du corps de classes local, la
seconde ligne du diagramme commutatif suivant est exacte.

0— RX K27 0
Jj‘ J/recK l
0 Rx G 7 0

Alors 0 — R*/R* — coker(reck) — Z/Z — 0 est exacte.
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Proposition 1.7.8. Si R est excellent, coker(recy) est uniquement divisible
par tout premier | # car(K).

Démonstration. On se raméne & montrer que Rx /R* est uniquement divi-
sible par [, car Z / Z Vest. « Uniquement » suit du fait que K est algébrique-
ment clos dans K. On considére f = X! —a avec a € R*. Si |1 —alp < \l!

le lemme de Hensel implique qu’il existe un élément x € R* tel que x soit
une racine de f. On obtient que U = {a € R*; 1—alp < |l]%{} est un ouvert
non-vide de R* car | # car(K), et U C (R*)!. Appliquant [L72(Greenberg)
a G,,, R* est dense dans EX, on a donc pour n’importe quel b € R* il existe
b € R* tel que a = b/b € U. Alors il existe = € R* tel que 2! = a = b/V,
on conclut R* /R* est divisible par [. O

Remarque 1.7.9. De la méme fagon, on peut voir que K* /K* est uniquement
divisible par n lorsque car(K) { n. On déduit K*/K*" ~ K*/K*" si car(K) {
n.

Enfin, grosso modo, « hensélien » signifie « géométriquement simplement
connexe », le groupe fondamental a seulement la partie arithmétique, i.e. la
partie provenant du corps résiduel.

1.8 Sur les anneaux de Dedekind

Soit D un anneau de Dedekind, on note K = Frac(D), supposons S et S’
deux ensembles d’idéaux maximaux de D tels que Spec(D) = {0} U S UL S".
Alors Ts = D\ [,¢g est une partie multiplicative, on a Ty 'D = {x €
K;xz=ua/b, a,be D, beTst={rec K; x=a/b, v,(b) =0Vp € S’}. On
note Dg = {x € K; vy(x) =2 0, Vp € '} = (,cer Dp- En général, on a

()Ts'D C Dy,

(2)Tout idéal premier de D dans S’ est un idéal premier de T4 ' D, i.e.
S C Spec(Ts'D) \ {0}.

On définit naturellement CI(D) = cokjer(K * @p 20 Z) le groupe des
classes d’idéaux.

Proposition 1.8.1. Si Cl(D) est de torsion, alors
(1)T5'D = Dy,
(2)S" = Spec(Tg ' D) \ {0}.

En conséquence, on a une suite exacte

0— D* — Dj — EP7Z — Cl(D) — Cl(Dg) — 0
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Démonstration. La suite exacte vient du diagramme commutatif suivant
avec le lemme du serpent

P
l l

0—@BsZ—Bgu96Z—DsZ—0

(1)Pour tout = a/b € Dg C K avec a,b € D, vy(x) > 0 iLewvy(a) >
vp(b), Vp € S, on veut x € Tg'D. On peut supposer (b) = pi'---pt
avec r; = 1l et p1,....p €5, pis1,...,ps € S.Sil =0, on a déja fini.
Sinon, d’aprés I'hypothése Cl(D) est de torsion, il existe ny,...,n; € N
et my,...,m € D tels que p;* = (m;), V1 < i < [. Ensuite, on prend n =
ning - -ny,alorsr = ¢ = % 141 h
ou a; = % € N. On peut vérifier ¢ = ot €D, b= ﬂ?lb—nw?l satisfaisant

a7
- B 1T
vp(b) =0,Vp e Set z =% € TS'D.

(2)Si S’ est fini, on peut appliquer [2, Atiyah 1.11]. Sinon, on prend q €
Spec(D) \ {0} et g C Upecs b, d’aprés I'hypothese CI(D) est de torsion, il
existe n € Net ¢t € D tels que (¢) = q" C g C ,cq P, alors ¢ € p pour
un certain p € S, on a q" C p donc q = /q" C /p = p car q est un idéal
maximal, on obtient g =p € 5’. O

Remarque 1.8.2. Dans notre cas, si K est un corps de nombres, D est I’an-
neau d’entiers de K, Cl(D) est un groupe fini; si K est un corps de fonctions,
on pose X la courbe lisse propre associée au K, U = Spec(D) un ouvert
affine de X, le groupe CIl(D) = Pic(U) est aussi fini.

1.9 Site étale

Dans cette section et la section suivante, les notions sur la cohomologie
étale qui apparaitront le plus souvent sont introduites, quelques propriétés
utiles de la cohomologie étale sont énoncées. Les démonstrations des propo-
sitions suivantes peuvent étre trouvées dans [I8, MilneEC| et [34, Tamme]
qui contiennent plus d’informations.

Soit f : Y — X un morphisme étale entre deux schémas, c’est une appli-
cation ouverte (cf. [I8, MilneEC 1.3.10]). Si f est fini, ¢’est un morphisme
propre, alors fermé, en particulier, ¢’est surjective si X est connexe.

Proposition 1.9.1. Soit X un schéma normal conneze, on note K = K(X)
le corps de fonctions de X. Soit L une extension finie séparable de K, et

4= Cavecc=ab"let (V) = (At )p e pTs
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soit X' la normalisation de X dans L. Si U est un sous-schéma ouvert de
X ne rencontre pas a supp(Qﬁ(,/X), alors U — X est étale.

Réciproquement, soit Y — X un morphisme étale séparé de type fini, il
s’écrit de la formeY =| |U; — X ou U; — X est de la forme ci-dessus.

Démonstration. On peut voir [I8, MilneEC 1.3.21]. Dans notre cas, X sera
une courbe lisse sur un corps fini ou le spectre de 'anneau d’entiers d’un
corps de nombres, c’est toujours un schéma normal connexe. [

Pour un schéma X, on peut définir le site étale X¢;. On note simplement
Fais(X) = X la catégorie de faisceaux de groupes abéliens sur le site Xg.

Proposition 1.9.2. Soit 0 - F' — F — F" — 0 une suite de faisceauz
abéliens sur X . Alors elle exacte si et seulement si 0 — FL — Fz — F2 —
0 est exacte pour chaque point géométrique T de X.

Pour la définition de la notion « faisceau » et la démonstration de la
proposition cf. [18, MilneEC IIJ.

Ezxemple 1.9.3. D’aprés la proposition ci-dessus, on a quelques suites exactes
suivantes, qui sont importantes pour les théorémes de dualité en arithmeé-
tique.

(1)Sur le site étale Xet, tout schéma en groupe G se donne un faisceau :
U — G(U) = Hom(U,G) pour chaque objet U de Xg. Par exemple, le
groupe additif G, se donne le faisceau Ox et le groupe multiplicatif G,,, se
donne O%. La fibre Ox ; est la hensélisation stricte de Ox,, i.e. Oxz est
un anneau hensélien strict et Spec(Ox z) — Spec(Ox..) est étale. (cf. [18,
MilneEC I1])

Soit p un premier différent de la caractéristique du corps résiduel k(z)
pour tout point x de X, alors p, est un schéma en groupes étale sur X, et
on a une suite exacte 0 — p, — G, 2 G,, — 0 de faisceaux sur Xz qui
s’appelle la suite de Kummer.

Soit X est un F,-schéma, alors on a une autre suite exacte de faisceaux
sur X¢, 0 — Z/pZ — G, — G, — 0 qui s’appelle la suite d’Artin-Schreier,
ou Z/pZ est le faisceau constant associé au groupe Z/pZ. Pour détails on
peut voir [I8, MilneEC I1.2.18|.

(2)Soit X un schéma intégral régulier quasi-compact de dimension 1, on
pose g : Spec(K) — X le point générique et i, : Spec(k(x)) — X pour
chaque point fermé x de X. On a une suite exacte de faisceaux sur Xg,
0— Gmx — ¢:Gpx — @, 12:Z — 0 (cf. [I8, MilneEC I1.3.9]).
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Soit X un schéma, on peut définir le groupe fondamental m (X, z) de
X associé a un point géométrique T de X, c’est un groupe profini. Les
groupes (X, Z1) et m (X, Zy) sont isomorphes (non-canoniquement), on
note simplement m1(X) (ce n’est pas un bonne notation, mais quand on
la rencontre, on fixe un point géométrique Z (souvent le point générique)
de X et considére (X, Z)). Par exemple, si X = Spec(K) est un corps,
m(X) ~ Gal(K*/K). (cf. [18 MilneEC 1.5])

Définition 1.9.4. On dit qu'un faisceau F € Fuais(X) est localement
constant s'il existe un revétement étale {U; — X} de X tel que F|U; soit
constant sur Uyg,.

Proposition 1.9.5. Soit X un schéma connexe, alors F — F; se donne
une équivalence de la catégorie de faisceaux localement constants de fibres
finies sur X4 vers la catégorie de m (X, z)-modules discrets finis.

Démonstration. On peut trouver la démonstration dans [I8, MilneEC V.1.2(b)

& 1.5.3)]. 0

Remarque 1.9.6. En général, on ne sait pas si ’application F +— F; se donne
une équivalence de la catégorie de faisceaux localement constant sur Xy vers
la catégorie de (X, Z)-modules discrets sans ’hypothése de la finitudé.
Or si X = Spec(K) = {p} est un corps l'application F +— F; se donne
une équivalence de la catégorie Fais(X) et la catégorie de m1(X)-modules
(i.e. Gal(K*/K)-modules) discrets. Dans ce cas I'(X, F) = (Fz)™X). Les
faisceaux localement constants sont associés aux modules fixés par un cer-
tain sous-groupe ouverte (par exemple lorsque M est de type fini). (cf. [18]
MilneEC 11.1.9])

Soit 7 : Y — X un morphisme entre deux schémas, on peut définir deux
foncteurs 7* : Fais(X) — Fais(Y) et m, : Fais(Y) — Fais(X).
Proposition 1.9.7. (1)La paire (7, 7.) est une paire adjointe.

(2)0n a (1*F)g = Fr(y), alors le foncteur 7 est exact.

(3)Sim est fini, (m.F)z = D, .. flgk(y):k(z)]s, alors m, est exact. En parti-

culier, si m est une immersion fermée, alors (m.F)z = { }—8 i ; Zgi% :
(4)Si m est une immersion ouverte, alors (. JF)z = { }}; i ; 77:8::; .

3Le premier paragraphe de [19, MilneADT II.0 page 142| n’est pas clair. La méme
probléme apparait en [19, MilneADT I1.2 page 170].
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Démonstration. cf. [I8, MilneEC I1.3]. O

On considére un schéma X avec une immersion ouverte j : U — X et
une immersion fermée i : Z — X telles que X = U| | Z. On peut définir les
foncteurs ji : Fais(U) — Fais(X) et i' : Fais(X) — Fais(Z).

!

Proposition 1.9.8. (1)Les paires (i*,i.), (i, ), (ji,7%) et (5%, j«) sont ad-
jointes.

(2)Les foncteurs i,, i*, ji, et j* sont exacts; les foncteurs i, i', j, et j*
envoient les faisceaux injectifs aux faisceaux injectifs.

(8)Les foncteurs i, et j. sont fidélement pleins. L’image essentielle est
l’ensemble de faisceaux sur X g ayant support dans Z, alors
{F € Fais(X); supp(F) C Z} = Fais(Z).

(4)Le foncteur jy peut étre encore défini si U — X est un morphisme
Fz, ze€j(U)

0, z¢jU) "~

(5)On a deuzx suites eractes 0 — jj*F — F — i, *F — 0 et 0 —
i, ' F — F — §,5*F.

(6)Les triples (Fi, Fa, ¢ : F1 — i*j.F2) ou Fy € Fais(Z), Fy € Fais(U)
et ¢ un morphisme entre les faisceaux sur Zg forment une catégorie. L’ap-
plication F — (i*F, j*F,i*j.j*F) se donne une équivalence de la catégorie
Fais(X) vers la catégorie ci-dessus.

étale, on a (jF)z =

Démonstration. cf. [I8, MilneEC I1.3] et [34, Tamme 11.8.2.1] O

Ezemple 1.9.9. (1)Soit 7 : Y = Spec(K') — X = Spec(K) une exten-
sion finie séparable de corps. Soit Fy; € Fais(X) le faisceau associé & un
Gal(K?®/K)-module discret M, alors m*F) est le faisceau sur Yz associé a
M vu comme un Gal(K*/K')-module. Soit Gy € Fais(Y') le faisceau asso-
cié & un Gal(K*/K')-module discret N, alors m.Gy est le faisceau sur Xg

associé au Gal(K*®/K)-module ]ndg%g??)]\f

(2)Soit X = Spec(A) avec A un anneau de valuation discréte, on pose K
le corps résiduel du point générique et k le corps résiduel du point fermé,
on pose aussi G (resp. Gg) le groupe de Galois absolu de K (resp. k) et
I < Gy le groupe d’inertie. D’aprés les identifications de [LO.§(6) et [.9.6]
un faisceau F € Fais(X) s’écrit (N1, Na, ¢) avec Ny un Gy-module discret
et Ny un G g-module discret. Les six foncteurs ci-dessus s’identifient comme
suivants i*(Ny, Ny, ¢) = Ni, i(N) = (N,0,0), i*(Ny, No, @) = ker(o),
J(N) = (0,N,0), j*(Ni, Ng, ¢) = Ny et j.(N) = (Nla N, 1).

Plus généralement, si X est un schéma normal connexe de dimension 1, on
a l'identification similaire. On trouva plus d’information dans [I8, MilneEC
11.3.15 & 3.16].
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Pour deux faisceaux F; et Fy sur Xg, on définit Ext’sy (F1, F2) le faisceau
associé au préfaisceau U — Exty,; ) (F1|U, F2|U) pour tout U — X étale.
(cf. |18, MilneEC II1.1.24])

Proposition 1.9.10. Soit Fi, Fy € Fais(X). Si Fy est pseudo-cohérent en
point géométrique T, alors Ext’y (Fi, Fo)z = Ext"(Fiz, Faz) pour tout r = 0.

Démonstration. On remarque que si F; est localement constant , alors J;
est pseudo-cohérent en tout point géométrique, on peut alors calculer les
fibres de Ext’ (F1, Fa)z d’aprés cette proposition. Pour la démonstration et
la définition de « pseudo-cohérent », on peut voir [I8, MilneEC 11.3.20 &
I11.1.31] prenant A = Z. O

Définition 1.9.11. Soit F un faisceau sur Xg. On dit que F est construc-
tible, si pour chaque sous-schéma fermé irréductible Z de X, il contient un
sous-schéma ouvert non-vide U de Z tel que F|U stoi localement constant

de fibres finies.

Proposition 1.9.12. (1)Soit f : Fi1 — Fo un morphisme entre deux
faisceauz constructibles, alors le noyau, le co-noyau et [tTmage de f sont
constructibles.

(2)Soit m 1 Y — X un morphisme entre deux schémas. Alors, m*F est
constructible pour tout F € Fais(X) constructible. Le faisceaur m,.G est
constructible pour tout G constructible si w est un morphisme fini.

(3)Si X est quasi-compact et quasi-séparé, et si F € Fais(X) est de
torsion, alors F est une limite inductive filtrante de faisceaux constructibles
sur Xg.

Démonstration. (1)cf. [I8, MilneEC V.1.9]. (2)cf. [34, Tamme 11.9.3.2] et
[0, SGA4 IX.2.14]. (3)ct. [I8, MilneEC V.1.10] ou [10, SGA4 IV.2.7.2]. O

Ezxemple 1.9.13. Pour nous, le cas suivant est le plus important. Soit X un
schéma irréductible de dimension 1, si F € Fais(X) est constructible, alors
F est de fibre finie en tout point, et il existe un ouvert dense U de X tel
que F|U soit localement constant. Pour un point fermé i, : Spec(k(x)) —
X, it F est constructible, alors il est associé a un Gal(k(z)®/k(z))-module

discret fini d’apres [1.9.61

1.10 Cohomologie étale

La catégorie Fais(X) a assez d’objets injectifs, alors on peut définir les
foncteurs dérivés du foncteur de sections globaux I'( X, —), on les note sim-
plement H'(X,F) = H. (X, F) pour F € Fais(X) les groupes de cohomo-
logie étale. On sait que H" (X, F) ~ Ext(Z, F).
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Les propriétés suivantes sur la cohomologie étale sont utiles pour nous.

Proposition 1.10.1. Soit F € Fais(X) une limite inductive filtrante de
faisceaur F;, st X est un schéma quasi-compact et quasi-séparé alors

H'(X,F)~limH (X, F;)
—
pour tout r.

Démonstration. cf. [34, Tamme I1.1.5.3]On remarque que, dans notre cas,
X sera une courbe lisse sur un corps fini ou le spectre de I'anneau d’entiers
d'un corps de nombres, c¢’est toujours un schéma quasi-compact et quasi-
séparé. ]

Proposition 1.10.2. Soit I une catégorie filtrante et soit v — X; un fonc-
teur contre-variant de I vers les X -schémas. Suppose que les X; sont quasi-
compacts et les X-morphisme X; — X; sont affines. Alors @Xi existe,
et on le note Xo. On note F; = F xx X; et Fpo = F Xx Xo pour F un
X-schéma en groupe localement de type fini. Alors

lim H"(X;, F}) = H"(Xwo, Fio)
H
est un isomorphisme pour tout r.

Démonstration. cf. [18, MilneEC II1.1.16 & 1.17] ou [10, SGA4 VIL5.7]. O

Proposition 1.10.3 (Suite spectrale de Hochschild-Serre). Soit 7 :
X" — X un revétement étale (fini) galoisien de groupe de Galois G, alors
pour F € Fais(X), H*(X', F|X') est un G-module discret et on a une suite
spectrale

H'(G,H*(X', F|X")) = H(X'F).

Démonstration. Pour la démonstration cf. [I8, MilneEC I11.2.20], prenant
la limite c¢’est vrai aussi pour un revétement étale galoisien infini cf. [18, Mil-
neEC II1.2.21], pour la définition du revétement galoisien cf. [18, MilneEC
L.5]. [

Proposition 1.10.4 (Suite spectrale locale-globale pour les Exts).
Il existe une suite spectrale pour Fy,Fy € Fais(X),

HT<X, g$t§((F1,f2)) = E%tTXJrs(flaJTé)'

Démonstration. cf. [18, MilneEC III1.1.22]. O
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Proposition 1.10.5 (Suite spectrale de Leray). Soit 7 : X' — X
un morphisme entre deux schémas, pour F € Fais(X') il existe une suite
spectrale

H" (X, R°m,F) = H (X', F).

Démonstration. cf. [18, MilneEC II1.1.18|. O

Remarque 1.10.6. On peut comparer les groupes de cohomologie définis sur
le site étale et ceux sur le site de Zariski. Pour un faisceau F quasi-cohérent
de Ox-modules sur Xz,,., on 'associe canoniquement un faisceau a(F) sur
X, et trouve un isomorphisme canonique H'(Xzq,, F) — H"(Xet, a(F)),
en particulier, H" (X 74, Ox) ~ H"(Xe, Ox) (cf. [I8, MilneEC II1.3.7]).

On considére un schéma X = U||Z avec j : U — X une immersion
ouvert et ¢ : Z — X une immersion fermée. On a la proposition suivante.
Le foncteur F +— I'z(X,F) = I'(X,ii'F) = ['(Z,i'F) est exact a gauche,
dont les foncteurs dérivés notés par H(X,F) s’appellent les groupes de
cohomologie a support Z.

Proposition 1.10.7. (a)Pour F € Fais(U) et F' € Fais(X) la restriction
Exty (3 F,F') — Exty,(F,7*F)
est un isomorphisme pour tout r > 0; en particulier
Exty (42, F') ~ H" (U, F'|U)

pour r = 0.
(b)Pour F € Fais(X) et F' € Fais(U), il existe une suite spectrale

Eat'y(F, R°j,F') = Exti*(F|U, 7).

(¢c)Pour F € Fais(X) et F' € Fais(Z), il existe un isomorphisme cano-
nique pour tout r = 0

Eathy (F,i, F') ~ Exty(i*F, F').

(d)Pour F € Fais(X), il existe un isomorphisme canonique pour tout
r=0
HL(X,F) ~ Ext(i.Z, F);

alors pour F € Fais(Z) on a un isomorphisme Hy(X,1.F) ~ H"(Z,F)
pour tout r = 0.
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(e)Pour F € Fais(Z) et F' € Fais(X), il existe une suite spectrale
Exty(F, R*'F') = Ext'{* (i, F,F').
(f)Pour F € Fais(X), il existe une suite exacte
= H(X,F)— H'(X,F)— H'(U,F) — H;H(X,.'F) .

Démonstration. La preuve est standard utilisant les arguments d’algébre
homologique, cf.[I9, MilneADT I1.0.1]. O

Enfin, on considére un accouplement de faisceaux sur Xg, M x N — P,
on a alors une application H" (X, M) — H"(X, Homx (N, P)) — Exzt'(N,P).
Le diagramme suivant est commutatif (cf. [18, MilneEC V.1.20])

H'(X,M) x HX,N)—>H"**(X,P)

| | |

Exth(N,P) x H(X,N)— H+(X,P).



Chapitre 2

Cohomologie (Galoisienne

Nous discutons les théoremes de dualité en cohomologie galoisienne.

Premiérement, nous montrons un théoréme de dualité (Z.1.I) pour une
formation de classes, plus généralement, nous obtenons un théoréme simi-
laire (Z21.3]) pour une P-formation de classes. Nous I’appliquons pour mon-
trer un théoréme de dualité (221) pour les corps locaux; identifiant les
H" et Exty, d'un corps hensélien avec ceux de son complété nous trouvons
un théoréme similaire (Z2.4]). Il y a aussi des résultats pour un corps local
archimédien.

Ensuite, nous appliquons le théoréme de dualité locale afin d’obtenir un
théoréme de Tate (2Z.3.5) sur les variétés abéliennes.

Enfin, nous commencons a discuter en détails les théorémes de dualité
liés & un corps global : le théoréme sur la suite de Poitou-Tate (Z.Z.8]) est
montré complétement ; la finitude de IITL (K, M) (Proposition 2.49) est
aussi montrée. Afin d’obtenir la suite de Poitou-Tate, nous étudions la théo-
rie du corps de classes global par rapport a lextension Kg/K; appliquant
le théoréme de dualité pour une P-formation de classes, nous identifions
alors les groupes dans la suite longue des Faxt associée a la suite exacte
0 —- Es — Jg — (g — 0 avec les groupes apparaissant dans la suite de
Poitou-Tate.

Les formules des caractéristiques d’Euler-Poincaré locale (2.2.6) et globale
(Z420) sont discutées en détails.

Les huit premiéeres sections du chapitre 1 sont des préliminaires, qui

contiennent la théorie de la cohomologie des groupes, la théorie du corps de
classes, quelques propositions d’algebre homologique, etc..
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2.1 Dualité relative a une formation de classes

Soient (G, () une formation de classes et M un G-module discret, on a
un accouplement naturel (I’accouplement de Yoneda cf[I.2))

Exty,(M,C) x H* (G, M) — H*(G,0) ~ Q/Z.
Il induit les applications
Q" (G, M) : Extl,(M,C) — H* (G, M)*.

En particulier, si I'on prend M = Z, la remarque [.3.4] dit que recg est
induit par le cup-produit entre H°(G,C) et H*(G,Z) qui commute avec
I’accouplement de Yoneda, c¢’est-a-dire que

(G, Z) . Extd(Z,C) = H°(G,C) = C¢ — H*G,Z) = G® égale a
reca;

o (G,Z) : Exty,(Z,C) = HY(G,C) =0 — HYG,Z) = 0;

o*(G,Z) : Exti(Z,C) = H*(G,C) — Q/Z égale a invg.

On prend M = Z/ mZ, d’aprés la diagramme suivant avec les lignes
exacte(cf[LI6]) qui vient de 'application des foncteur H*(G, —)* et Exti,(—, C)
sur la suite exacte

0 s 7, —— 7, Z/mZ ——0,
(Cm e (CHm 0= HYG,C)
l
| i H | H
0— Extd(%,C) » Extd(Z,0) B Ext(Z,C) » Fxty, (%, C) — Extl(Z, C)
aO(G,Z/mZ)J( recczjzf (G,z) recG:J‘iz (G,z) J{a (G,Z/mZ) J{al(G Z)
- — H*(G, L) — H*(G,Z)" ™ H*(G,Z)" — H'(G, )" — HY (G, Z)*
B Hl(G;,;Q/Z)* ‘
(G“b)m(—> Gab Gab (Gab)(m)
0 H2(G,C)ym HX(G,C)  H*G,0)

I Eath(Z, C) — Exti(Z/mZ,C) — Exti(Z,C) = Ext:(Z,0) —

lal(G,Z) laQ(G,Z/mZ) laQ(G,Z) laQ(G,Z)
HY(G,Z)* — HYG,Z/mZ)* — H(G,Z)* ™ H(G, Z)* — 0
| /ey ¥ |

wZ|Z Q/zZ Q/Z
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On obtient que a°(G,Z/mZ) : (C%),, — H*(G,Z/mZ)* composant avec
H?(G,Z/mZ)* — (G®),, est induit par recg;

o (G, Z/mZ) : (CE)™ — (G®) ™) est induit par recg;
o*(G,Z/mZ) : H*(G,C),, — +Z/Z est Visomorphisme induit par invg.

On note que d’aprés

- — H*(G,Z) = G % H*(G,7) = G* — H*(G,7/mZ) — H*(G,Z) — - --

la surjection H*(G,Z/mZ)* — (G®),, n’est pas un isomorphisme en gé-
néral. Mais si H3(G,Z) = 0, c’est un isomorphisme; ainsi la condition
scdy(G) = 2 pour tout p | m est trés importante pour les théorémes de
dualité en arithmétique.

Théoréme 2.1.1. Soient (G,C) une formation de classes et M un G-
module discret de type fini.

(a)L’application o' (G, M) : Exty,(M,C) — H* (G, M)* est bijective
pour tout r > 2, o' (G, M) est bijective si M est sans torsion. En particulier,
Exty,(M,C) =0 pour r > 3.

(b)L application o' (G, M) : Exti,(M,C) — HY(G,M)* est bijective si
a'(U,Z/mZ) est bijective pour tout entier m et tout sous-groupe ouvert U

de G.

(c)L’application o°(G, M) : Extd(M,C) — H?*(G,M)* est surjective
(resp. bijective) pour tout M fini si o®(U,Z/mZ) est surjective (resp. bi-
jective) pour tout entier m et tout sous-groupe ouvert U de G.

Lemme 2.1.2. On a Exty,(M,C) = 0 pour r > 4; de plus si M est sans
torsion, Ext},(M,C) = 0.

Démonstration. 1l y a une résolution de M par des G-modules discrets
00— M — My— M —0

avec M; sans torsion et de type fini, car M est un G-module discret de type
fini. Alors il suffit de montrer Fxtf,(M,C) = 0 pour r > 3 et M sans tor-
sion. En ce cas Fzt"(M,Z) = 0 pour r > 1. On note N = Hom(M,Z), c’est
sans torsion, alors N ®7C et Hom(M, C') sont deux G-modules discrets iso-
morphes. La suite spectrale implique Fzty,(M,C) ~ H(G,N®,C) =
lim H"(G/U, N ®7 CV). Parce que N est sans torsion [[.3.2) Tate-

—U<G,NV=N
Nakayama) implique que H"~*(G/U,N) = H"(G/U,N ®z C");a + a U
ugu pour 7 = 3. On va montrer que la limite inductive de H""*(G/U, N) est
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0. En effet, notant In f(uqw) = [U : V]ug)v et Inf(x2Uy) = Inf(x)Ulnf(y)
on peut vérifier que le diagramme suivant est commutatif.

HT72(G/U, N) T:G/U>HT(G/U’N XKz CU>

J[U:V] Inf ll nf

H™*(G/V,N) T:G/‘/Hr(G/V,N ®zC")

Par définitions d’ordre et d’indice pour les groupes profinis (cf. [32], Shatz|),
on déduit d’apreés [L3.5] que pour tout U il existe un sous-groupe distingué
ouvert V de U tel que n | [U : V] pour n arbitraire. Si r > 3, les H" ™2 sont
de torsion, alors la limite inductive est 0. O

Démonstration (du théoréeme). Les cas M = Z et M = 7Z/mZ impliquent
que les assertions sont vraies si r < 2 et GG agit trivialement sur M. Le
lemme précédant dit que c’est toujours vrai si r > 4, et Exth(Z,C) =
D’aprés la suite exacte

Ext%(Z,C) 5 Exti(Z,C) — Exty(Z/mZ,C) — Exti(Z,C) = 0,

on sait que Extd(Z/mZ,C) = 0 car Exti(Z,C) ~ H*(G,C) ~ Q/Z est
divisible. Alors, les assertions sont vraies si r = 3 et GG agit trivialement sur
M. Donc si G agit trivialement sur M les assertions sont vraies. En général,
M est un G-module discret de type fini, on prend un sous-groupe distingué
ouvert U de G tel que MY = M. On note M, = Hom(Z|G/U|,M) =~
Z|G U@z M car G/U est fini, d’aprés[.23lon a H" (G, M,) = H" (U, M) et
Eaxty,(M,,C) = Ext};(M,C). On a une suite exacte de G-modules discrets
0 - M — M, — M; — 0(on note que si M est sans torsion, M, et M,
le sont par construction), qui induit le diagramme commutatif suivant avec
les lignes exactes
Exty(

Exty,(My, C) — Exty,(M,,C) —— Exty,(M, C) — Eat™ (My, 0) — -
a”(G,Mﬂl of(G,M*)fa (U, aT“(G,Ml)J o™t (U,M)
Hom*™" (G, My)* » Hom*>™" (G, M,)* » Hom*> " (G, M)* > Hom'~"(G, My)* »

H2~"(U,M)*

Maintenant, U agit trivialement sur M, alors o®(U, M) est un isomor-
phisme. On sait que o*(G, M;) et a* (U, M) sont isomorphes. Donc o(G, M)
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est surjective pour tout M. a(G, M) est donc surjective. Les surjectivités
de ces deux applications impliquent le injectivité de o®(G, M). On obtient
que o(G, M) est un isomorphisme. La méme preuve montre que o*(G, M)
est aussi un isomorphisme. Toutes les assertions restantes peuvent étre mon-
trées par la méme fagon. O]

De la méme fagon, on peut montrer le théoréme suivant qui est un peu
plus général.

Théoréme 2.1.3. Soient (G,C) une P-formation de classes, et | un pre-
maier dans P, si M est un G-module discret de type fini.

(a)L application o" (G, M)(l) : Exty,(M,C)(1) — H* (G, M)*(l) est bi-
jgective pour tout r > 2, o' (G, M)(l) est bijective si M est sans torsion. En
particulier, Exty,(M,C)(l) =0 pour r > 3.

(b)L application o' (G, M) : Exts(M,C)(1) — H (G, M)*(1) est bijective
si o (U, ZJI™Z) est bijective pour tout m et tout sous-groupe ouvert U de
G.

(c)L’application o (G, M)(1) : Ext%(M,C)(l) — H*(G,M)*(l) est sur-
jJective (resp. bijective) pour tout M fini si o°(U, Z/I™Z) est surjective (resp.
bijective) pour tout m et tout sous-groupe ouwvert U de G.

Démonstration. Pour [ € P, la démonstration précédente marche bien pour
la partie [-primaire parce que l'on a (*° | [G] d’aprés [L3.7 H

Ezemple 2.1.4. D’apres [338 (a), (G,C) = (Z,Z) est une formation de
classes. On sait que Z est de dimension cohomologique stricte 2 (cf. TEA(i)),
on a alors o(G,Z/mZ) : (C%),, = 0 — (G®),, = 0 et a'(G,Z/mZ) :
(CH™ = 7,/mZ — (G®)™) = Z,/mZ sont des isomorphismes (cf. la dis-
cussion avant Théoréme [ZT.T]). C’est le cas si ’on remplace G par n’importe
quel sous-groupe ouvert U (qui est aussi isomorphe a 2) Le théoréeme 2.1.1]
implique que o’ (G, M) est un isomorphisme pour r > 1 si M est de type
fini, et que a’(G, M) est un isomorphisme si M est fini.

Si M est de type fini, on a H'(G, M) fini. En effet, on peut prendre un
sous-groupe ouvert U de G qui agit trivialement sur M, on obtient alors
une suite exacte (cf. [L24 ou |28, SerreCorpsLoc VII.6])

0— HY(G/U M) — H'(G,M) — H'(U,M).

HY(G/U,M) est fini car G/U est fini et M est de type fini (cf.2.2),
HY (U, M) est aussi fini car U agit trivialement sur M est H'(U,Z) =
Homuo(Z,Z) = 0, H(U,Z/mZ) = Homeus(Z,Z/mZ) = Z/mZ. Donc
HY (G, M) est fini, et Extl,(M,Z) V'est car ils sont duaux.
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Maintenant, a*(U,Z) : Z — H*(U,Z)* = U® = Z induit un isomor-
phisme a°(U, Z) : Z — Z. Alors a°(U, M) est un isomorphisme, car U agit
trivialement sur M.

De la méme méthode que la démonstration de Théoréme 2.1.1], on obtient
un diagramme de deux suites exactes longues, on le compléte et trouve le
diagramme suivant® (notant le fait que le premier terme de la deuxiéme ligne
est 0 vient de scd(G) = 2, mais ce n’est pas important pour les arguments
ici)

0— Homg(M,,Z) — Homy (M, Z) — Homg(M,Z) —
l&O(G,Ml) laO(U,M) l&O(G,M)
0— H*(G, My)* —— H*(U,M)* —— H*(G, M)* —

— Extl, (M, Z) — Ext,(M,Z) — - - -
let@.an) Jetwn)
—s HY G, My)* — HY(U,M)* — - - .

La deuxiéme ligne ne changent pas car les H? et H! sont de torsion,
leurs duaux sont déja profinis (cf. section [[T]), les Ext' ne changent pas
car ils sont fini. D’apreés corollaire [LT.4] le premiére ligne reste exacte apres
complété, parce que tous les H° = Hom sont de type fini discrets. De
la méme méthod que la démonstration de Théoréme 2.1.T, on obtient que
a’(G, M) est un isomorphisme pour tout M de type fini.

(1)Si M est fini, on peut déduire Ext"(M,Z) = 0, Yr # 1 de la suite de
cohomologie de 0 — Z — Q — Q/Z — 0 et le fait que Q/Z est injectif. On
obtient Extit'(M,Z) = H"(G,M") de la suite spectrale [L2.6, ot MV =
Hom(M,Z). On a donc I'accouplement parfait

H"(G,M") x H" (G, M) — Q/Z.

(i)Si M est sans torsion, Fxt"(M,Z) =0, Vr > 0, on déduit
Exty,(M,7Z) = H" (G, M") de la suite spectrale [L2.6]

On a donc les isomorphismes2

H™(G,MY) ~ H>"(G, M)*, Vr > 1, et H'(G,M") ~ H2(G, M)*.

Remarque 2.1.5. La discussion ci-dessus est générale, beaucoup de résultats
sont montrés de fagon similaire.

ci on note H/oﬁg(M7 Z) le complété profini de Homg(M,Z).
2La notation H° n’est pas la cohomologie de Tate, qui est notée par HY, H? est le
complété profini de HP.
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2.2  Dualité locale

2.2.1 Dualité locale

Corps locaux non-archimédiens

Soit K un corps local non-archimédien (de caractéristique 0 ou p) avec
corps résiduel & (fini de caractéristique p.) On note ord : K* — Z la valua-
tion associée. On note le groupe de Galois absolu par G = Gk = Gal(K*/K)
et le sous-groupe d’inertie I = Gal(K*/K™) ou K™ est le extension non-
ramifiée maximale de K dans K°®. On sait que scd(G) = 2 (cf[L54). On
sait que (G, K®*) est une formation de classes (cf[L3.8), 'application d’Ar-
tin recx : K* — G% est injective avec I'image dense, dont le co-noyau
uniquement divisible, et elle induit un isomorphisme des groupes topolo-
giques K* = G cf[[Z11

D’prés la discussion avant le théoréme 2.T.T], on a
(G, Z/mL) : (C%)pm = pm(K) = H*(G,Z/mL)" = (G®)m,

o (G, Z/mZ) : (C9)™ = K* /K™ 5 (Gor)om)

sont des isomorphismes.

Les assertions ci-dessus restent vraies si I’on remplace G par un sous-
groupe ouvert U quelconque.

Théoréme 2.2.1. Soit M un G-module discret de type fini. Alors,
o' (G, M) : Exti,(M, K**) — H* (G, M)*

est un isomorphisme pour tout r > 1.

L’application o®(G, M) induit un isomorphisme topologique a°(G, M) :
%G(M, K**) — H?*(G, M)*, le ~ peut étre omis si M est fini.

Les groupes Exty,(M, K**) et H"(G, M) sont finis pour tout entiers r, si
M est fini d’ordre non-divisible par car(K).

Exts(M, K**) et HY(G, M) sont finis pour M de type fini sans car(K)-
torsion.

Démonstration. La premiére assertion se déduit du théoréme 2Tl On com-
mence par la démonstration de la finitude. On a 0 — pu,(K*®) — K 5
K* — 0 pour p { n, on obtient donc la suite de cohomologie (avec le
théoréme de Hilbert 90) 0 — u,(K) — K* — K* — HYG, p,(K?®)) —
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HY(G,K*) =05 HYG, K**) = 0 — H*(G,u,(K*)) — H*(G,K*) =
Q/7 % H*(G,K*) = Q/Z — --- . Alors, (notant que scd(G) = 2)

H'(Goun(K*) = K°/K™ lz/z 0
T = 1 2 =3

En particulier, ils sont finis, parce que par le méme truc de la démonstration
que la proposition [[L7.8 on voit la finitude de K*/K*" lorsque car(K) 1 n.

Suppose que M est fini d’ordre m non-divisible par car(K). On choisit L
une extension finie de K qui contient toutes les m‘™® racines de I'unité telle
que Gal(K*®/L) opére trivialement sur M. Alors, M =~ P, fim, comme
Gal(K*/L)-module, les H*(Gal(K*/L), M) sont finis pour tout s et sont
0 pour s > 3. La suite spectrale de Hochschild-Serre (cf. [L25]) dit que
H"(Gal(L/K), H*(Gal(K*/L),M)) = H"*(G, M), on obtient donc la fi-
nitude de H"(G, M). Les Exty,(M, K**) sont aussi finis, car ils sont duaux
des H?>™" d’aprés le théoréme 2111

Si M est de type fini sans car(K)-torsion, on veut voir la finitude de
HY(G,M) et Ext,(M,K**) (qui sont duaux entre les deux (cf. 21.1])).
D’aprés le paragraphe précédent, on se raméne au cas ou M est sans tor-
sion. On choisit L une extension finie de K telle que Gal(K?®/L) opére
trivialement sur M, on a la suite exacte (cf. [28, SerreCorpsLoc VIIL.6]) 0 —
HY(Gal(L/K),M) — HYGal(K*/K), M) — HY(Gal(K*/L), M) — --- .
On note que H*(Gal(L/K), M) est fini (cf. L22) et H'(Gal(K*/L), M) ~
P H (Gal(K*/L),Z) = @ Homus(Gal(K*/L),Z) = 0, la finitude du groupe
HY (Gal(K*®/K), M) est claire.

Il reste & voir assertion de a° pour M de type fini. La théorie du corps
de classes local dit que K* = G est un isomorphisme, i.e. a’(G,Z) est un
isomorphisme, alors a°(G, M) est un isomorphisme si G agit trivialement
sur M. Ensuite, on fait le méme dévissage que celui dans la démonstration
de 'exemple 2.1.4 et compléte le diagramme, on obtient

0— Home (M, K5*) — Homy (M, K¥) — Home(M, K**) — Bats,(My, K*)

i&O(G,Ml) l&O(U,M) i&O(G,M) lal(G,Ml)

0 —— H2(G, My)* —— HX(U, M)* ——— H%(G, M)* —— H'(G, M)*.

La deuxiéme ligne ne change pas car leur termes sont duaux de groupes
de torsion qui sont alors profinis. Les Ext}, ne change pas car ils sont
isomorphes avec H'*. La premiére ligne reste exacte aprés le complété
(cf[LITA), parce que les premiers trois termes sont des ensembles de K-
points rationnels sur des groupes de type multiplicatif (cf[L6.2]), qui sont
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localement compacts, Hausdorff, totalement discontinus et engendrés com-
pactement (cf. [L6.6]), et les termes suivants sont profinis. Alors 'argument
de dévissage marche bien, la démonstration est complete. O]

Corollaire 2.2.2. Soit M un G-module discret de type fini sans car(K)-
torsion, alors le cup-produit définit les isomorphismes

H"(G,MP) — H*"(G,M)*, ¥r > 1

et H(G, MP) — H*(G, M)*,
ot MP = Hom (M, K**). H' (G, MP) et H'(G, M) sont finis. Si M est
fini, H'(G, MP) = H°(G, MP) est aussi fini.

Démonstration. On remarque que M est un G-module discret car M est
de type fini. D’apres le théoréme 2.2.7], il suffit de montrer Exty, (M, K*) ~
H™ (G, MP). On sait que K** est divisible par tout nombre premier [ #
car(K), alors il est divisible par tout entier n | [My], la suite spectrale
induit que H"(G, Hom(M, K**)) = Exty,(M, K**) (cfL2.6]). O

Cohomologie non-ramifiée

Soit K un corps local non-archimédien de groupe de Galois G et sous-
groupe d’inertie I, on note k le corps résiduel de K, car(k) = p.

Si I agit trivialement sur M, on dit que M est non-ramifié.

Dans ce cas, on note M? = Hom(M,O%*) C Hom(M, K*) = MP. On
a la suite exacte (cf. |28, SerreCorpsLoc VIL.6])

0— HYG/I,M) — H*(G,M) — H'(I, M),

H'Y(G/I, M) est un sous-groupe de H'(G, M). On sait que (G/I ~ Z, M)
est une formation de classes et

a"(G/I, M) : Exty,(M,Z) = H*"(G/I,M)*
est un isomorphisme pour r > 1 et tout M de type fini (cf. 2T41)
Théoréme 2.2.3. Soit M un G-module discret de type fini non-ramifié

satisfaisant p t [M;], alors HY(G/I, M) et H'(G/I, M?) sont exactement
annihilateurs 'un de l’autre sous l’accouplement parfait

HY(G,M) x H'(G,M") = H*(G,K**) ~ Q/Z
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Démonstration. Par définition, Fzt}(Z, K**) = H'(I,K**) = 0 d’apres
théoréme de Hilbert 90. D’aprés la proposition [[.2.4] la suite spectrale
Exty, (M, Exty(Z, K**)) = Eatg™(M, K**) implique que H'(G, MP) ~
Exte,(M, K*) ~ Eatg (M, Ext)(Z, K*)) = Extg (M, K"™).

Notant que K™ est non-ramifiée sur K, lorsque 1’on choisit une unifor-
misant, on déduit que la suite exacte de G/I-modules

0— OF~ — K™z 0
est scindée. On obtient donce la suite exacte
0— Exté/I(M, OF*) — Emté/I(M, K") — Exté/l(]\/[, Z) — 0,

i.e.

Extg, (M, 0¢™) = ker(Exty, (M, K"™*) — Eatg,, (M, Z))
= ker(Extg(M, K**) — Euxtg,, (M, Z)).

D’aprés la construction des formations de classes (G, K**) et (G/I,7Z) (elles
sont liées par I'application ord, cf.[[.3.8]), on sait que le diagramme suivant
est commutatif

Oél
Exth(M, ko) s i s

Btk (M, K*™) Ing*

lord

al
Batl, (M, Z) “ 2 gy e

~

dont les lignes sont isomorphes d’aprés le théoréme 22,11 et 2.T.41

On obtient Exté/I(M, OW*) = ker(EBxty,(M, K¥) — HY(G/I, M)*).

On sait aussi Exty,(M, K¥) ~ HY(G, MP) (cf. 2Z22)), de la méme fagon
on voit que Extf,, (M, Op*) ~ H'(G/I,M?) car OF* est divisible par
tout premier [ | [M;] d’aprés le lemme de Hensel.

On obtient HY(G/I, M%) = ker(HY(G,MP) — HY(G/I,M)*) est un
sous-groupe de H*(G, MP), et l'assertion que H'(G/I, M) et H (G /I, M%)
sont exactement annihilateurs 'un de 'autre sous I'accouplement H'(G, M) x
HY (G, MP) — Q/Z. 0

Résultats pour les corps henséliens

Le théoréme suivant est un peu plus général.
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Théoréme 2.2.4. Soit R un anneau excellent hensélien de corps des frac-
tions K, on note G = Gal(K*/K). Soit M un G-module discret de type fini
sans car(K)-torsion, alors

(a)L application
o' (G, M) : Exti,(M, K**) — H* (G, M)*

est un isomorphisme pour tout v > 1, L’application o°(G, M) induit un
isomorphisme topologique a°(G, M) : ﬁO?Lg(M, K®*) — H?(G,M)*. Le
peut étre omis si M est fini. Les groupes Exty, (M, K**) et H (G, M) sont
finis pour r =1, 1ls le sont pour tout r si M est fini.

(b)Le cup-produit deﬁm't des isomorphismes H™ (G, MP) = H*~"(G, M),
Vr > 1 et HY(G, MP) = H2(G, M)*, les groupes H(G, M) et H (G, MP)

sont finis.

Démonstration. L’assertion (b) peut étre déduite directement de (a).

On sait que Gk ~ Gz et scd(Gg) = 2, et que I'application reck est
injective avec le co-noyau uniquement divisible par tout premier | # car(K)
(cf. section [L.7]).

On remarque que 'on ne peut pas appliquer directement le théoréeme
2TTI(b,c) car 'hypothése n’est pas satisfaite dans le cas car(K) = p # 0; et
que l'on ne peut pas appliquer directement la démonstration du théoreme
2.2.1] parce que quand on veut faire le dévissage, M; peut avoir de la p-
torsion méme si M n’a pas p-torsion. Mais lorsque car(K) = pJ( M;, on va
identifier Fxty,(M, K**) avec Exty,(M, IA(S*) pour r > 1 et Homg(M K*)
avec ﬁO?Lg(M , {**), alors I’assertion en suit.

D’aprés la remarque [L7.9 L* /L* est uniquement divisible par tout pre-
mier | # car(K) pour tout L extension finie de K, on prend la limite et
obtient K /K est uniquement divisible par tout premier | # car(K)
(cf[Z7), dov H™(G, Hom(M, K** | K**)) = Ext! (M, K** /K**) pour tout

r (cf. [L2:6]). Si M est fini, la divisibilité implique que
Hom(M, K**/K**) = 0, alors Ext,(M, K*/K*) = 0. On obtient de la
suite de cohomologie de 1 — K** — K™ — I/{\'S*/KS* — 1 le fait que
Exty,(M, K**) ~ Exty, (M, K**) pour tout r si M est fini.

Si M est sans torsion, on a pour r > 1, Exty,(M, K**) ~ H*™"(H, M)* ~
Eaxty,(M, K**) d’aprés ZII)(a) et le théoréme 2211

En général, la suite de cohomologie de la suite exacte courte 0 — M; —
M —- M /Mt — 0 et la discussion ci- dessus se donnent Fuxty, (M, K*) ~
Eaxty,(M, K*®) pour tout r > 1. Le fait que Homg(]\/[, K**) ~ ]‘TO?”Lg(M, K*)
vient de [L7.5 et [LG.2 O
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Corps locaux archimédiens
Pour les corps locaux K = C les H}. sont triviaux, pour K =R on a

Théoréme 2.2.5. Soit G = Gr. Pour tout G-module discret de type fini M,
on note MP = Hom(M, C*), le cup-produit définit un accouplement parfait
des groupes finis pour tout r

H(G, MP) x HX"(G, M) — H*(G,C*) = ~7Z/Z.

DO | —

Démonstration. On sait que G ~ Z/27. Si M est fini, M = @, M (1), alors
pourr >1lona H'(G,M) =@, H (G,M(l)) = H (G, M(2)). Les Hj. sont
de période 2 (cf. section [[2)), d’ou H}.(G, M) = H}(G, M(2)) pour tout r,
on se raméne 4 vérifier la dualité pour » = 0 ou 1 supposant M = M (2). On
peut aussi supposer que M = M(2) est un Z[G]-module simple, il est alors
tué par 2, c’est un Fo[G]-module simple, la seule possibilité est M = Z /27
avec 'action triviale de G (cf. [30, SerreRepGp 8.3 Prop 26]). On vérifie
directement que I'accouplement est parfait.

Si M = Z|G], alors M ~ Ind$'Z est un module induit, donc H7.(G, M) =
0 pour r > 1 alors tout r grace a la périodicité.

En général, M est un Z[G]-module de type fini. M ® Q est une Q-
représentation de dimension finie de G, notant [G] = 2 et Q D us(Q),
toutes les C-représentations de G peuvent étre définies sur Q grace au théo-
réme de Brauer (cf. [30, SerreRepGp 12.3]), et alors tout Q-représentation
est contenue dans Q[G]. Alors, il existe m,r, s € N tels que (Z"®M)®Q ~
Q" @ QG ~ (Z" @ Z|G)*) ® Q comme Q[G]-module, il existe donc un
sous-Z|G]-module N; d’indice fini dans Z™ & M et un sous-Z[G]-module
N, d’indice fini dans Z" @ Z[G]* qui sont isomorphes comme Z[G]-modules.
Alors on arrive 'assertion par les discussions ci-dessus et par dévissage. []

2.2.2 Caractéristique d’Euler-Poincaré locale

Corps locaux non-archimédiens

Soit K un corps local non-archimédien avec groupe de Galois absolu G
et corps résiduel k. On sait que scd(G) = 2, alors pour r > 3 H*(G, M) =
0. Si M est fini d’ordre non-divisible par car(K), tous les H* sont finis

(cf2Z2T)), on définit alors la caractéristique d’Euler-Poincaré x(G, M) =
[H®(G,M))[H?(G,M)]
[H'(G,M)]

Théoréme 2.2.6. Si M un G-module discret fini d’ordre m non-divisible
par car(K). Alors

X(G, M) =[Ok : mOk|™" = |m|k.
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La démonstration n’est pas simple, d’abord on montre le cas particulier
car(k) ¥ m, ensuite on va utiliser quelques lemmes de la théorie des repré-
sentations des groupes finis pour compléter la preuve.

Lemme 2.2.7. Sicar(k) = p{m, alors x(G,M) =1

Démonstration. On note I = Gal(K*/K"™) le groupe d’inertie. On sait que
il y a un unique p-sous-groupe de Sylow [, de I, et I /I, ~ z/Zp ~ Hl#p 7
(cf. [28, SerreCorpsLoc IV.2.exer|). On a H"(I,, M) pour tout r > 1 car
p 1 [M]. La suite spectrale de Hochschild-Serre (cf. [L25]) implique que
H"(I,M) ~ H"(I/I,,M™). C’est 0 pour r > 2 car cd;(I/1,) = cdi(Z;) =
cdl(Z) = 1 (cfLE54)). C’est fini pour tout r, en effet, on a une suite exacte
0 — HYZ/Z, M%) — HYZ, M") — HYZ,, N) (cf. [28, SerreCorpsLoc
VIL6)) et H(Z, M'») est fini (cf. [28, SerreCorpsLoc XIIL.1]).

On sait que H(G, M) = H°(G/I,M'). Notant que G/I ~ Z est de
dimension cohomologique 1 (cf. [L5.4), la suite exacte de Hochschild-Serre
H™(G/I,H*(I,M)) = H™(G, M) se donne une suite exacte

0— HYG/I, M"Y — H (G, M) — HYG/I,H (I, M)) — H*(G/I,M') = 0

et le fait que H*(G, M) = H'(G/I, H (I, M)) car H*(I, M) = 0.

On a une suite exacte 0 — H%(Z,N) - N = N — HYZ,N) — 0
pour tout Z-module discret fini N (cf. [28] SerreCorpsLoc XIII.1]), ot o est
un générateur de Z. Alors [H%(Z, N)] = [H'(Z, N)]. En particulier, pour
N = H'(I,M) et N = M', on obtient x(G, M) = W”ﬁ;‘{ggﬁ%ﬁw —

[HO(G/LMD[H(G/LE (LM)] _ 4 B
[T (G/T MG/ HY(TM)] —

D’aprés le lemme, on peut se ramener au cas out car(K) = 0, car(k) = p et
p | m = [M]. On note que 'égalité x (G, M) = |[M]|x est additive en M, et
M =D, ,rime. ym M (1), alors grace au lemme on peut supposer M = M (p).
On a les suites exactes de G-modules discrets 0 — K, — p" *M — p"M —
0 avec les noyaux K, tués par p, notant que p"M = 0 pour r >> 0 car
M = M(p) est fini on se rameéne au cas ou M = M (p) est tué par p.

Maintenant on prend L une extension finie galoisienne de K telle que
G = Gal(K*®/L) agisse trivialement sur M, on note G = Gal(L/K), alors
M est un F,[G]-module fini. On note le groupe de Grothendieck de la ca-
tégorie des F,[G]-modules de type fini (i.e. fini, car G est fini) par Ry, (G).
Alors x1 : M — x(G, M) et x2 : M — |[M]|x définissent deux homomor-
phismes R]FP(G’) — Q-p, on va montrer y; = Y. Parce que Q¢ est sans
torsion, il suffit de montrer que x; et y» sont coincidents sur un ensemble

des générateurs (comme groupe abélien) de Ry, (G) ® Q.
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Lemme 2.2.8. Soit G un groupe fini avec sous-groupe H. On a un foncteur
exact Ind§, : M — F,|G] Qg () M de la catégorie des F,[H]-modules vers
la catégorie des F,[G]-modules, qui définit un homomorphisme Rg,(H) —
Ry, (G) et ensuite Ind§; : Ry, (H) @ Q — Rp,(G) ® Q. Alors R, (G) ® Q
est engendré par les images des Ind$, ot H parcourant ’ensemble des sous-
groupes cycliques de G d’ordre non-divisible par p.

Démonstration. B

Equivalentement, on va montrer que Uapplication

IndX = @ Indg : @ R]Fp(H) ®Q - RIFP<G) ®Q

HeX HeX

est surjective, ot X = {H; H < G, H est cyclique et p{ [H|}, Rr(G) est le

groupe de Grothendieck de la catégorie de F[G]-modules de type fini.
D’aprés le théoréme [30), SerreRepGp 12.5 Th.26| pour Q, de caractéris-

tique 0, on a le surjectivité¢ de 'application Indx/,q, avec

X = {sous-groupe cyclique de G}. D’aprés [30, SerreRepGp 12.5 Th.26],

I'application Rg,(G) — Rp,(G) est surjective, du diagramme commutatif

suivant

Drex Ro,(H) ®Q—— Re,(G)®Q

L .

Dyex Br,(H) © Q55 Re (G) ©Q

on trouve que 'application Indyx est surjective, mais le X n’est pas celui
que 'on veut, on va le modifier.

Pour H € X, H = Hy x H, ou H, est le sous-groupe unique p-Sylow. Soit
M # 0 un F,[H]-module de type fini simple. Ce n’est pas difficile & montrer
que MH» £ 0 (cf. [22, NSW 1.7.4]). Comme M est simple, on a M = M*H»,
i.e. H, agit trivialement sur M. Alors InngResgoM ~ M ®F,[H,|] comme
F,[H,]-modules, ot Rest®M est M vu comme un Hy-module. On trouve
donc la classe de [ ndﬁOResgoM est la méme que celle de M®" ot n est
la cardinalité de H,. Donc les images de Ry, (H) ® Q et de Ry, (Hy) ® Q
sous l'application Ind ® Q dans Rp,(G) ® Q sont la méme, alors on peut
remplacer chaque H par Hy associé, on peut supposer que X contient les
sous-groupes cycliques de G d’ordre non-divisible par p. O

3Dans les livres [19, MilneADT] et [22, NSW]|, les deux démonstrations ne sont pas
complets. Les deux preuves se donnent le fait que si X est ’ensemble des sous-groupes
cycliques de G d’ordre non-égale a puissance de p, alors Indyx est surjective. Il ne suffit
pas encore, car c’est possible qu’il y a sous-groupe H de G d’ordre divisible par p mais
pas égale & puissance de p. La démonstration ici suit celle de l'errata [26, Erratal de [22]
NSWI.
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D’aprés le lemme, il suffit de vérifier x; = o sur M de la forme [ nd%N ol
H est un sous-groupe cyclique d’ordre non-divisible par p. On sait que M =
IndGN ~ Indgs N, ot K' = L*, alors H (G, M) = H (G, Indgs N) ~
H(Ggr,N), et x(Gr, M) = x(Gg:, N). C’est facile a voir que [Ok : mOg] =
O : nOks] avec n = [N]. Clest-a-dire qu'il suffit de montrer I’assertion
pour N , i.e. on peut supposer G est cyclique d’ordre non-divisible par p et
on va montrer 1’assertion pour M

Dans ce cas, H*(Gr, M) est fini (cf. Z221], car(L)=0) de p-torsion car
M = M(p), H"(G,H*(G,M)) = 0 pour r > 1 car G est d’ordre non-
divisible par p, on obtient alors H"(Gg, M) ~ H"(Gp, M)® pour tout r
d’aprés la suite exacte de Hochschild-Serre (cf. [L2.5]).

Maintenant on définit X" : Ry, (G) — R, (G); [M] — >2(=1)/[H (G, M),

ot [—] note la classe d'un F,[G]-module dans R, (G), on peut vérifier que
¢’est un homomorphisme bien défini.

Lemme 2.2.9. On a la formule
X' (M) = —dimg, (M) - [K : Q] - [F,[G]].
On vérifie facilement
0: Ry, (G) — Qso; [N] — [H*(G,N)] lUordre de H°

est un homomorphisme bien défini (Notant que N est tué par p et G est
d’ordre non-divisible par p, H 0 est le seul cohomologie non-nul). Vérifiant

fox' = x et O(F,[G]) = [F,[G]¢] = [F,] = p, on obtient finalement x(M) =
0x' (M) = p~IEQldimM) — [0 . mOk]~! d’aprés le lemme.

Démonstration du lemme[ZZ2.9. On remarque que dans ce cas ®z = ®F,,
et on le note simplement par ®.

D’abord, H" (G, Z/pZ)® M — H" (G, M) est un isomorphisme. Pour le
voir, on prend une résolution projective P* — Z — 0 de Z dans la catégorie
des Z[G]-modules, et vérifie Homeg, (P, Z/pZ @ M) ~ Homg, (P, Z/pZ) ®
M, notant que — ®p, M est un foncteur exact on passe facilement a I’asser-
tion sur les cohomologies.

D’aprés l'isomorphisme précédent, on a x'(M) = x'(Z/pZ) - [M], ou -
est la multiplication de 'anneau Rp,(G). On note My = M le groupe avec
I’action de G triviale, et on sait que

F,[G]® My = F,[G]® M; 0 @m+— 0 @ om

est un isomorphisme des F,[G]-module, d’ou [F,[G]] - [M] = [F,[G]] - [Mo] =
dim(M) - [F,[G]] dans Rg,(G). Donc on se raméne au cas particulier M =
Z7/pZ.
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Notant que (dans ce cas —* = Homus(—,R/Z) = Hom(—,F,) la F,-

représentation duale, N* est un F,|G]-module si N l'est)
HO(GL7 Z/pZ) = Z/pZ,

HY(Gp,Z/pZ) = HY(Gp, pp(K*))* = (L*/L*?)* (cf. 22T et 222 en cas
car(L) =0),

H2(G1,Z/pZ) = H(G1, 1y (K*))* = (ji,(L))* (ct. ZZDen cas car(L) = 0),

on a x'(Z/pL)" = ((Z/pZ)] — [L*/ L] + [up(L)] = [Z/pZ] — [L*/L**] +
(L))

On obtient la suite exacte 0 — O /O;F — L*/L** — Z/pZ — 0 de
1 — OF - L* % 7 — 1, dou [Z/pZ] — [L*/L*7] = —[0O; ], et alors
X(Z/pZ)* = =[OF 7] + [y (L)] = = [OF 7] + [(0),).

On note V' =1+ m7, c’est un Z,-module de type fini avec [Of, : V] fini.
D’aprés le lemme suivant, on a —[OFP)] + [(OF),] = —[V®)] + [V,].

L’application log : V = 14+ m? — m? est un isomorphisme des Z,[G]-
modules lorsque n >> 0, m} est d’indice fini dans Oy, de type fini sur Z,,
alors —[V®)] + [V,] = —[0P)] + [(OL),] d’apres le lemme suivant 2210

Le théoreme de la base normale implique qu’il existe qu’'un élément u €
Oy tel que L ~ P __~ Kou comme G-module, alors M := @ __~ Oxou C

oeG oeG
O d’indice fini est de type fini sur Z,. Alors —[OP]+[(Oy),] = —[M®)] +
[M,] d’aprés le lemme suivant.

On sait que M, = 0 car M C Let car(L) = 0. MP) ~ @ (O /pOx)ou ~
D, IF,[yK:Qp]au ~ (F,[G]) %] comme Z,[G]-modules, alors comme F,[G]-
modules. Alors x/(Z/pZ)* = —[M®)] + [M,] = —[K : Q] - [F,[G]]. Le dual
de la F,-représentation réguliére de G est lui-méme, alors x'(Z/pZ) = —[K :
Q] - [Fp[G]*] = —[K : Q] - [F,[G]]- O
Lemme 2.2.10. Soient V- C W deuz Z,|G|-module de type fini sur Z, avec
G un groupe fini et [W : V] fini, alors [V,] — [V®)] = [W,] — [W®P)] dans
Ry, (G).

Démonstration. D’abord, on remarque que si A est un Z,[G|-module de
type fini sur Z,, alors c’est de type fini comme Z,[G]-module car G est un
groupe fini. De plus, si A est tué par p, c¢’est un F,[G]-module de type fini.
Alors les [V,], [VP)], [W,] et [W®)] sont dans R, (q).

SipW CV CW de type fini sur Z,, le diagramme commutatif
0—=V—->W-—-W/ V-0

lp lp 1p=0

0=V —oW—oW/V—0
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induit une suite exacte de Z,[G]-modules finis 0 — V, — W, - W/V —
Ve — We) - W/V — 0, dont tous les terme sont Fp[G]-module. Alors
Vo] = [V®] = [W,] — (W] dans Re, (G).

En général, W/V est un Z,-module fini, notant que Z, est un anneau
principal on a [W : V] =p°*, V 2 p*W. On a

w> pW2 pPwo .2 pW
|
VD VNpW 2D Vnp’W D ---D Vnp'W

avec p'W D p™W D p-p'W et VN p'W DV Np™W D p(V Np'WW), alors
la preuve est compléte. ]

Corps locaux archimédiens

Pour les corps locaux K =R ou K =C, on a

Théoréme 2.2.11. Soit K =R ou C, G = Gk le groupe de Galois absolu.
Pour tout G-module discret fini M d’ordre m, on a
GG
[HY(G, M)] .

ol |m|g = m et |m|c = m?.

Démonstration. Comme M est fini, on a [M] = [MP] = m. Pour K = C,
on sait que HY(G, M) = M, H°(G, MP) = MP et H'(G, M) = 0, alors la
formule marche bien. Pour K = R, G ~ Z /27 est cyclique, alors H}.(G, M)
est de période 2 et HY(G, M) = M®/NM, H;'(G,M) = ker(N)/I (cf.
[[2), en particulier, ils sont finis. Suppose G = {lg,0}, pour m € M et
f e MPona ((1—0)f)m) = ;78 = f(m)flom) = f(1 + o)m),
c’est-a-dire que 1 — o : MP — MP et N =1+ 0 : M — M sont adjointes.
Sous l'accouplement MP x M — C* ker(1—o) = (MP)% et NM sont donc

exactement annihilateurs 'un de I'autre. Notant [M] = [MP], on obtient

[M] = [(MP)E][NM] = [H(G, MP) EEAL e quotient de Herbrand est
T )

1 car M est fini, alors [HY(G, M)] = [H}-(G, M)] = [H*(G, M)]. On obtient

[HO(GM)][HO(G,MP)]
[H'(G,M)]

=m. L]

2.3 Application aux variétés abéliennes

On va appliquer le théoréme de dualité sur corps locaux aux variétés
abéliennes.
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Soit K un corps local non-archimédien avec groupe de Galois absolu G =
Gk, et soit A une variété abélienne sur K.

On note A" la variété abélienne duale, et note H"(Gal(K*/K), A(K*))
par H"(K, A), et note Extj, le foncteur Ext* dans la catégorie des groupes
algébriques sur K.

Lemme 2.3.1 (Formule de Barsotti-Weil). Soit A une variété abélienne
sur K. St K est un corps algébriquement clos arbitraire, alors

AYK) = Exti(A,G,,).
Démonstration. cf. [29, SerreAGCF VIL3|. O

Lemme 2.3.2. Soit A une variété abélienne sur F. Si F' est parfait, alors
Uapplication
H"(F, A" — Exti (A, G,,)

est un isomorphisme canonique pour tout v > 0. En particulier, la formule
de Barsotti- Weil est vraie pour tout corps parfait.

Démonstration. Maintenant F* est algébriquement clos.

Notant que Ezth. (A, G,,) = 0 pour r > 2 (cf. [23, Oort]), et Homps(A, G,,) =
0 car A est projective et G,, est affine.

Iy a une suite spectrale H"(Gal(F*/F), Exti(A,G,)) = Exth (A, G,,)
(cf. [I9, MilneADT 1.0.17]), qui implique que H" (Gal(F*/F), Extys (A, G,,)) =~
Ext71(A,G,,). La formule de Barsotti-Weil implique que Exti (A, G,,) ~
H"(Gal(F*/F), A(F*)) = H"(F, A"). O

Pour un corps local non-archimédien K de caractéristique 0, on a alors
Ezt} (G, G,,) = AY(K) qui est compact. D’aprés I’accouplement

Exty(A,G,,) x H*"(K,A) — H*(K,G,,) = Br(K) ~ Q/Z
(cf. [19, MilneADT 1.0.16]), on obtient I’application
o' (K, A): Exty(A,G,,) — H (K, A)*.

Théoréme 2.3.3. Soit K un corps local non-archimédien. Si K est de
caractéristique 0, alors

o' (K, A) : Extl(A,G,,) — H' (K, A)* est un isomorphisme de groupes
profinis,

(K, A) : Ext3(A,G,,) — H(K, A)* = A(K)* est un isomorphisme de
groupes de torsion de type co-fini (i.e. le noyau de l’application .m est fini
pour tout entier m),

et pour r # 1,2, Bzt (A, G,,) = H* (K, A) = 0.
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Pour la démonstration, I'idée est appliquant le théoréme de dualité sur
un corps local non-archimédien au module fini A, (K*), ensuite on prend la
limite & obtenir I'assertion finale.

Lemme 2.3.4. Soit K un corps local non-archimédien de caractéristique 0.
Alors A(K) contient un sous-groupe ouvert d’indice fini isomorphe a O,

donc [ﬁg())(:;] =[Ok : nOk]% 00 d = dim(A).

Démonstration. La théorie du logarithme implique I’existence du sous-groupe
B ~ 0% de A(K) d’indice fini.

De la suite exacte 0 — B — A(K) — A(K)/B — 0 appliquée par .n, on
obtient 0 — A(K), — (A(K)/B), — B/nB — A(K)™ — (A(K)/B)™ —
0. La finitude de A(K)/B implique que [(A(K)/B)™] = [(A(K)/B),], alors

()]
s = [B/nB] = [0k : nOk]". O

Démonstration du théoréme. D’apres la suite exacte de variétés abéliennes
0— A, — A A— 0, on obtient

-2 Bzt (A, Gy) B Extie (A, Gy,) - Exthe (A, Gy) » Extid (A, G,) 5 -
LQT(KA) J’M(K,A) lar(K’A") a1 (K, A)
o HP(K A5 HP (K, A) — HE (K Ay — HY7 (K A5

dont les deux lignes sont exactes, et alors

0 — Exth (A, G,,)™ — Eaty (A, Gy) — Extid (A, G,,), — 0,
Lo (4™ l "(K,Ap) la“’l(K,A)n
04)(H27T(K, A)*)(n) HH2_T(K, An)*H(Hl_T(K, A)*)nHO

(H*77(K, A)n)” (H'7 (K, AT

avec les lignes exactes. Maintenant car(K) = 0, et A, un groupe algébrique
fini abélien sur K, d’apreés [19, MilneADT 1.0.18 et 0.16] on a Ext) (A, G,,) —
Exty, (An(K®), K*) et o" (K, A,) = o' (Gg, An(K*)) pour tout r. On sait
que A, (K?) est un Gx-module discret fini, appliquant le théoréme [Z2.1] on
déduit que a” (K, A,) est un isomorphisme pour tout . Alors a" (K, A)™ est
injective pour tout r, qui implique I'injectivité de ’application linn an (K, A)™ .
lim Exth.(A,G,,)™ — liﬂln(HQ_T(K, A)) = (H> (K, A)ior)*.

Ezxti; (A, G,,) = AY(K) est un groupe profini abélien (cf. 232 et 2.3.4)), alors
Ezxti (A, G,,) ~ lim Exty (A, G,,)™ (on peut le voir par passer a son dual
de Pontryagin). Donc pour r = 1 o!(K, A) : Ext}(A,G,) — HY(K, A)*
est une injection.
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Pour r = 0, Ext%(A,G,,) = Homg(A,G,,) = 0 car A est projective et
G,,, est affine. Alors on a

0 50 Homg(An, Gp) — Exth(A,G,,), —

| ~ [0, 40) [arx.a),
K

VA — HA(K, A —— (HY(K, A)™M)* —0

0 — (H*(

avec les lignes exactes, d'ou H*(K, A), = 0 d’aprés le lemme du serpent,
et H*(K,A) = 0 car H? est de torsion, aussi pour r > 3, H" (K, A) =
0 car scd(Gg) = 2 (cf. L54). D’aprés le lemme B3.2, Ext)t(A,G,,) ~
H"(K, A") qui implique que Ezt}(A,G,,) = 0 pour r # 1,2

On a déja montré que o!(K, A) : AY(K) — H'(K, A)* est injective, on
va voir c’est surjective (alors ¢’est un isomorphisme car les deux groupe sont

Hausdorff compacts), il suffit de voir o' (K, A)™ : AH(K)™ — (H'(K, A)*)™ =

(H' (K, A),)* est surjective car deux groupe sont profinis. On se rameéne &
voir [AY(K)™] = [H'(K, A),] car on a vu que o' (K, A)™ est injective.

La théorie des variétés abéliennes se donne le fait que le noyau (A'), =
ker(n : A" — A') est le dual de Cartier de A, = ker(n : A — A). On
note M = A,(K?®), d’aprés la discussion avant le théoréme [L6.5, on a
(AN, (K*) = Hom(M, K**) = MP onnote aussi que A'(K*),, = (A"),(K?®) ~
(Z/nZ)** ~ A(K*),, = A,(K?®) comme groupes abéliens car car(K) = 0 ot
d = dim(A) = dim(A"). Alors [M] = [MP] = n?!, le lemme 2.3.4] implique

[A*(K)™]

= [OK . nOK] = m

Le théoréme dit que x(Gg, M) = x(Gg, MP) = |n|¥ = [0k :
nOK]72d

La corollaire dit que
[H*(G i, M)] = [H*(Gg, MP)] = [H(G, (A")a(K?))] = [(A)n(K)].

Car car(K) = 0, K* est algébriquement clos, on a la suite exacte 0 —
M = A,(K*) — A(K®) % A(K®) — 0, de la suite exacte cohomologie
[ACK)n][H?(G K, M)

associée jusqu'a H*(Gg, M) = 0 on obtient x(Gg, M) = K O (K D).

On combine les formules ci-dessus et obtient
[HY(Gg, A),] = [Ok : nOk]AYK),] = [AH(K)™)], alors a!(K, A) est un

isomorphisme.

Pour voir que o?(K, A) est un isomorphisme, on a le diagramme commu-
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tatif avec les lignes exactes (le « = » vient du lemme [2.3.2])

HY (K, A"),
0= Extl (A, Gn)® — Eath(An, G) — Ext2 (A, Gp)n — 0
lal(K,A)(”) zial(K,An) laQ(K,A)n
00— (H'(K, A),)* —— H(K, A)* — (HO(K, A)™)* —0

Le fait que a!(K, A,,) est un isomorphisme de groupes finis implique que
Ext?(A,G,,) et H'(K, A)* sont de type co-fini, et que o*(K, A), est sur-
jective, alors (K, A) est surjective car HY(K, A)* = A(K)*, le dual d’'un
groupe profini, est de torsion. Remplacant A par A’ dans la discussion ci-
dessus, on obtient que [H'(K, A?),] = [A(K)™)]. Alors o?(K, A), est aussi
injective, a?(K, A) est aussi injective car H'(K, A*) est de torsion. o?(K, A)
est un isomorphisme de groupes de torsion. O

Corollaire 2.3.5 (Tate). Soit K un corps local non-archimédien de carac-
téristique 0, alors l'accouplement H" (K, A') x H'""(K, A) — Q/Z se donne
un isomorphisme de groupes profinis A'(K) = H'(IK,A)* et un isomor-
phisme de groupes de torsion de type co-fini H'(K, AY) = A(K)*, et pour
r#0,1les H (K, A) et H" (K, A") sont nuls.

Démonstration. D’apres le lemme 232 Extt (A, G,,) ~ H'(F, A') pour
tout r > 1, on applique directement le théoréme précédent. O

Peut-étre le résultat de Tate est le premier résultat des théorémes de
dualité en arithmétique.

2.4 Dualité globale

Dans cette section entiére, K est un corps global de caractéristique 0
ou p. Soit S un ensemble non-vide des places de K qui contient toutes
les places archimédiennes s’il existe. On note S, ’ensemble des places
archimédiennes dans ce cas. Si F' est une extension finie de K, on note
Sp = {places de F au-dessus celles dansS}, parfois on s’écrit simplement
S. Soit Kg l'extension de K dans K*® maximale non-ramifiée en dehors S.
On définit Ok,s = (,¢5 Ov = {a € K;v(a) 2 0, Yo ¢ S} les S-entiers. On
note Gg = Gal(Kg/K), Hs = Gal(K*/Kg) et G, = Gal(K?/K,) ou K,
est le complété de K en v.
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On s’écrit P = {l;1 est un premier, [*°|[Gs]}. Si K est un corps de fonc-
tions, on note k le corps fini des constants de K, alors k° K est non-ramifiée
sur K, c’est-a~dire que k*K C Kg, donc Gg a un quotient Gal(k*K/K) ~
Gal(k*/k) ~ Z, alors P contient tous les nombres premiers. Si K est
un corps de nombres, pour [ inversible dehors S, ie. (Ogxg = Ok, S
contient au mois tous les places au-dessus de I, K(yu~) est ramifiée pos-
sible seulement en les places au-dessus [, alors K (=) C Kg. Par com-
parer le groupe Gal(K (pym)/K) avec Gal(Q(wm)/Q), on peut voir que
[ | [Gal(K(uloo)/K)], alors P 2 {l;l(’)KS = OKﬂg}.

Attention. En général, on ne sait pas si P contient tous les nombres pre-
miers.

Soit F' une extension finie de K dans Kg. On fixe les notations suivantes,

Idps = coker(F* — @45, Z)

F,, le corps local en la place w;

O, la localisation de Of en la place non-archimédienne ;

611; le complété de O, 'anneau d’entiers du corps local F;

Jr =le groupe des idéles de F;

Jrs = {(ay) € Jp;a, = 1,Yw ¢ S} ~ Hiyes Er;

Ops = ﬂwgsF Oy, les Fg-entiers ;

Urs = {(aw) € Jr;a, € OX.Vw ¢ S et a, = 1,Vw € S};

Erps=0pg¢=1{r € F;w(z) =0,Vw ¢ S} = F*NJpsUrs, les Sp-unités ;

On a un prolongement diagonal Er,s — JrsUps = [[.,cs Fif X Tugs (5; C
Jp. On définit le groupe des classes de S-idéles Cps = JpsUrs/ErsUps =
Jrs/Ers.

On note h_rr>1 » la limite sur F' parcourant toutes les extensions finies (ga-
loisiennes) de K dans Kg, et on définit Jg = lim _ J Og = lim_O
Bs = hi)nj Eps, Us = @SF Ups et Cs = h_xSi;F Crs. AR

Notant que le noyau de 'application Upg — Cp = Jp/F* est UpsNF* =
1, on note Cg(F) = Cr/Upgs.

Si .S contient toutes les places de K, alors Kg = K°, G's = Gk, Jps = Jp,
Ops=F, Eps = F*, Upg = 0 et Crg = Cp le groupe des classes d’idéles.

Si K est un corps de nombres et S = Sy, on a Epg = O et Opg = Op.

2.4.1 Dualité pour une P-formation de classes

Premiérement, on va montrer que (Gg, Cs) est une P-formation de classes

avec CFEs/F) Cs(F). Notant que si S contient toutes les places, (Gg, Cs
s
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est exactement la formation de classes (G, C) (cf. [[3.8(c)) avec Cg(F) =
Cr. On étudie aussi la théorie du corps de classes global par rapport au
corps en haut Kg.

Lemme 2.4.1. On a une suite exacte
0—Cps — Cr/Ups — Idps — 0

ou Idps = coker(F* — D, ¢45, Z)-
En particulier, si S omet seulement nombre fini de places, alors Idps =1

et Cps ~ Cp/Upgs.

Démonstration. Ona F*NUps =1 et JpsUpsNF* = Epg par définition.
De l'application JrsUp g < Jp on obtient I'exactitude de la deuxiéme ligne
dans le diagramme suivant

Ups =—=Upgs

L L

0—JrsUps/Ers — Cp = Jp/F*— Jp/JrsUpsF* —0
Le lemme du serpent implique que la suite
0— JrsUps/ErsUps = Cps — Cp/Ups = Cs(F) — Jp/JpsUpsF* — 0

est exacte.
On sait que Jr/JpsUrs 5 @wgsp 7, est un isomorphisme, on déduit
Iisomorphisme Jz/JpsUpgEF* = D¢s, Z/im(F*) = Idr,s.

Si S omet nombre fini de places, le théoréme d’approximation faible im-
plique que Idrs = @45, Z/im(F*) = 1. O

Proposition 2.4.2. (Gg,Cs) est une P-formation de classes, et ng*s ~
CK/U}QS = Cs(K)

Démonstration. La théorie du corps de classes global dit que (G, C) est
une formation de classes, on vérifie par définition que Gg, CHs est une P-
formation de classes car pour tout [ € P on a [*® | [Gg] (cf. remarque
[37). Le lemme 244 suivant implique C5° ~ Ck/Uxs = Cs(K) et
H"(Gg,C"s) S H"(Gg,Cyg) pour tout 7 > 1. Ce sont aussi vrais si Gg
est remplacé par un sous-groupe ouvert, parce que pour L une extension
finie de K dans K on sait que le corps en haut Lg, = Kg ne change pas.
Alors par définition (Gg,Cg) est une P-formation de classes. O]
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Proposition 2.4.3. La suite
0— Us— CH — Cg—0
est exacte (S #0).
Démonstration. D’aprés le lemme 2.4.7] on a la suite exacte
0— Cps — Cp/Ups — Idps — 0,

alors 0 — Cg — hi)nF Cr/Us — h_rr;F Idps — 0 est exacte.

On va montrer que (1)lim  Cr = CHs et (2)lim | Idps = 0.

(1)Soit Ly/L; une extension finie galoisienne avec K C L; C Ly C K°*.
On vérifie que Jy, = JLG;ZI(L?/L” et ker(Jp, — Jp, — Cp, = Jr,/L5) = LinN
Jp, = L3, alors Cp, < Cy, et Cp, = CY""™) car HY(Gal(Lo/Ly), Ly) =
0 par le théoréme de Hilbert 90. Donc C' = h—r>nKSQL/K finie Cr=U,;Cp et
CHs = UKS;F/Kfim'e Cp = hLQF Cr.

(2)On prend L l'extension maximale non-ramifiée de F' satisfaisant que
toutes les places non-archimédiennes de S sont déployées complétement,
alors L C Kg. L’extension F” maximale abélienne de F' dans L est 'exten-
sion maximale abélienne non-ramifiée de F' satisfaisant que toutes les places
non-archimédiennes de S sont déployées complétement, alors I/ C Hp le
corps de classes de Hilbert de F, en particulier F’/F est une extension
abélienne finie?.

On a le diagramme commutatif avec les lignes exactes

OHF*/UFHGBU)%SOO Z—Idps., —0,

) ! 15

O—)F*/URSH@U@SZ [dF,S 0

alors ¢ est surjective avec noyau ker(y) = H = @, cq 5. Z/im(F"), en
particulier /dp g est fini car Idpg,_ estd. La théorie du corps de classes glo-
bal dit que le noyau ker(rec : CI(F) = Gal(Hp/F) — Gal(F'/F)) est le
plus petit sous-groupe de CIU(F) = @, 45 _Z/im(F™) contenant toutes les

places non-archimédiennes dans S, i.e. le sous-groupe H. Alors on a un iso-
morphisme de groupes finis Idpg ~ CI(F)/H ~ Gal(L/F)® = Gal(F'/F).

4C’est vrai aussi pour un corps de fonctions, dans notre cas S est non-vide, alors
Idp s est le groupe de Picard d’un courbe affine, c’est fini et [F’ : F] = [Idp ] d’aprés
la théorie du corps de classes.

°Le groupe Idp s est fini aussi pour un corps de fonctions car S est non-vide; mais
Idp, s, est le groupe de Picard d’un courbe complet, ce n’est pas fini.
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On remplace F par F', et obtient Idp/ s, ~ Gal(L'/F')® ou L' est I'ex-
tension maximale non-ramifiée de F” satisfaisant que toutes les places non-
archimédiennes de Sp sont déployées complétement, alors par définition de
FlonalL=1L".

On a le diagramme commutatif d’apreés la théorie du corps de classes (cf.
[36, TateGCFT 11.3])

Idps —=5Gal(L/F)®

l Lver

Idps = Gal(L/F")®

On sait que [Gal(L/F),Gal(L/F)] = Gal(L/F"), alors 'application de Ver-
lagerung Ver est 0 (cf. |28 SerreCorpsLoc VIL.8] ou [1, Artin-Tate|). Donc
lim Idps = 0. O

Lemme 2.4.4. H"(Gs,Us) =0 pour toutr > 1, H(Gg,C"s) = H"(Gg,Cy)

pour tout v > 1, et Cs(K) ~ C5*

Démonstration. On sait que

H"(Gs,Us) = lim H'(Gal(F/K), Urs) = lim H' (Gal(F/K), ] O%)
F F w¢Sp

(cf. [3T], SerreCohGal 1.2.1]), et que

o (Gal(F/K), [] 05) = [] B (Gal(F/K), ][] O%)

w¢Sp v Sk wlv

Gal(F/K) OX -

On fixe une place w au-dessus v pour chaque v ¢ Sk, alors Ind;, H(Fu ) Ky)
[T O (cf. |36, TateGCFTY]), alors

[[ #(Ga(F/K). ][ 0;) = [ B (Gal(F./K,).Oy)

v Sk wlv ve¢SK

d’aprés le lemme de Shapiro (cf. m dont le dernier terme (ne dépend
pas du choix de w) est 0 pour r > 1 (cf. [27, SerreLCFT]).

Alors la suite exacte dans la proposition Z43 0 — Ug — CHs — Cg — 0
implique que H" (G, CHs) ~ H"(Gg,Cs) pourr > 1et 0 — USGS =Ukgs —
(CHs)CGs = CGK = O — C% — 0, on obtient donc Cs(K) = Cr/Uk.s =~
css. O
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Lemme 2.4.5. Soit K un corps de nombres. On note Dy la composant
conneze neutre de Ci et Dg(K) la composant conneze neutre de Cs(K) =
Ck/Uks. Alors Dg(K) = DUk s/Uk s est divisible et la suite

rec

0— DS<K) — CS(K) — G%b — 0

est exacte.

Démonstration. On considére I'application continue 7 : Cx — Cg(K) =
Ck/Uk.s. On sait que Dk la composant connexe neutre de C'x est divisible
et Cx/Dr ~ G% (cf. [Z2). On note la composant connexe neutre de
Cs(K) par Dg(K), alors il égale a 'adhérence de m(Dg) d’aprés la théorie
de groupes topologiques.

Le groupe Uk, s est compact, alors I'image réciproque de m d'une partie
compacte est compacte, i.e. ™ est une application propre, m est universel-
lement fermée car tous les groupes considérant sont localement compacts,
en particulier m(Dy) est fermé. Alors Dg(K) = m(Dk) = DxUk,s/Uk,s,
Dg(K) est divisible car Dk est.

On considere ¢ : Ugg — Jg — Ck et reck : Cr — Gal(K®/K). L’ap-
plication recg est compatible avec les I'applications d’Artin locaux, alors
pour v ¢ S le corps fixé par 'image du groupe des unités locaux est 'exten-
sion maximale non-ramifiée abélienne de K, donc le corps fixé par 'image
de Uk,s est I'extension maximale abélienne de K non-ramifiée en dehors S,
i.e. K%N Kg, d’ou l'adhérence de I'image de U s est Gal(K®/K® N Kg),
alors im(Ug s) = Gal(K®/K® N Kg) car Uk s est compact, son image est
déja fermée. On obtient le diagramme commutatif suivant avec les lignes
exactes

OHDKﬂUKVS—)UKS;)G’YCLZ(Kab/KabﬂKS)—)O

Dlw fw [¢

» Ok —5 Gal (K™ K) = G4 — 0,

ot ¢ est injective car K* N Uk g = 1. Le lemme du serpent implique que

O*)DK/DK N UKysﬂCK/UKVS*)Gal(KSmKab/K)‘)O .
DKUK,::S/UK,S ‘

|
Ds(K) Cs(K) G
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Théoréme 2.4.6. Soit M un Gg-module discret de type fini. Pour tout
le Pona

o (G, M)(1) : Extl, (M, Cs)(l) — H>(Gs, M)*(I)

un isomorphisme pour r = 1.

Si K est un corps de fonctions, et si M est fini, a°(Gg, M)(l) est aussi
un isomorphisme. (Notant que dans ce cas P contient tous les nombres
premiers. )

Démonstration. On veut appliquer le théoréme 2.1.3

On sait que (Gg,Cy) est une P-formation de classes d’aprés

Si K est un corps de nombres, la suite 0 — Dg(K) — C55 — G% — 0
est exacte avec Dg(K) divisible d’apreés les lemmes 244 et 2245 Pour [ € P
le diagramme commutatif

0— Dg(K) —C5s —G% —0

0— Ds(K) —C5s — G¥—0
implique que a'(Gg, Z/I™Z) : (CS5)™ 5 (GP)I™ est un isomorphisme
pour tout m € N. Ce sont aussi vraies si I'on remplace Gg par un sous-
groupe ouvert U = Gal(Kg/K'), o K’ est une extension finie de K dans
Kg, parce que Kg = K g}{ le corps en haut ne change pas.

Si K est un corps de fonctions, d’aprés la discussion au début de cette
section P contient tous les nombres premiers. On sait que la suite 0 —
Cx = G — ZJZ — 0 est exacte (cf. [[42). On applique le lemme 244 et
le méme argument que le lemme 2.4.5] et obtient la suite exact 0 — Cgs —
GY — Z /Z — 0. Notant que Z /Z est uniquement divisible, alors on obtient
que o (Gg, Z/I™Z) - (CS5)E™ S (G2)I™) est un isomorphisme pour tout
m € N, ce sont aussi vraies si I’on remplace GGg par un sous-groupe ouvert
U par la méme raison ci-dessus.

L’assertion vient directement du théoréme 2.1.3]

Finalement, on remarque que si K est un corps de fonctions, en effet on
obtient aussi que recim : (C%)m — (G%)pm est une bijection, cette applica-
tion est la composition de a®(Gg,Z/I™Z) avec H*(Gg, Z/I™Z)* — (G%)m
, dont la derniére application est bijective si scd(Gg) = 2 (cf. la discussion
avant théoréme 2.1.T]), elles restent vraies si I'on change Gg par un sous-
groupe ouvert U car scd(Gg) = scd(U) (cf. [3T), SerreCohGal 1.3.3]). Dans
ce cas, on obtient un peut plus, a°(Gg, M)(l) est bijective pour tout M fini.
En effet, pour K un corps de fonctions, Gs est de dimension cohomologique
stricte 2. (cf. [3, Brumer| ou |22, NSW 8.3.16]). O
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2.4.2 La suite de Poitou-Tate

Soit M un Gg-module discret de type fini. On suppose que [M;]Ok s =
Ok.s, en particulier pour tout [ | [M;] on al € P. Si K est un corps de
fonctions, cette hypothése signifie que [M,] est non-divisible par car(K). Si
K est un corps de nombres, I’hypothése est plus compliquée.

Pour v une place de K, on note G, = Gal(K?/K,). On pose k(v) le corps
résiduel et g, = Gal(k(v)®/k(v)) ~ G,/I, ou I, est le groupe d’inertie en v.

Un choix du prolongement K°® — K détermine l'application G, —
Gk — Gg, qui déduit Papplication H"(Gg, M) — H"(G,, M) qui ne dé-
pend pas du choix du prolongement précédent. On pose

, [ Hy(G,, M) , siv=e S¥ou S,
H (Ko, M) = { H"(G,,M) , siv estnon-archimédien
Cest-a-dire que H°(R, M) = M® /Ng,g M, H°(C, M) = 0; et pour tous les
r >0, H(K,,M) = H"(G,, M); pour r < 0, seulement les H}. en places
réelles apparaissent.

Si v est non-archimédien et si M est non-ramifié en v i.e. M = M, alors
M est un g,-module discret, et on a H"(g,, M) — H"(G,, M) = H"(K,, M),
I'image de cette application est notée par H) (K,, M). En particulier, on
sait que H (K,,M) = H°(K,,M) = M% et H! (K,,M) ~ H(g,, M)
car la suite 0 — H'(g,, M) — H'(G,, M) — H'(I,, M) est exacte (cf. [28,
SerreCorpsLoc VIL.6]).

Si M est de torsion, alors H! (K,,M) = 0, Vr # 0,1, car cd(g,) =

cd(Z) =1 (cf. [C54).

Le Gg-module discret M est ramifié en nombre fini de places. En effet,
on peut prendre L une extension finie de K dans Kg telle que G agisse
trivialement sur M, si une place w de L au-dessus v est non-ramifiée sur K
onal, =1, C Gy alors I, agit aussi trivialement sur M, M est non-ramifié
en v.

On pose alors P5(K, M) =[] . H'(K,, M) =
T s nonramitee " (Kuy M) X T1ocs ramitee H' (Ky, M) le produit restreint par
rapport a H] (K,, M).

On a donc

PYK M) =[] H (K, M)
vES

muni de la topologie de produit, c’est compact si M est fini,

PY(K, M) = [ B"(K,, M)

vES
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est localement compact car H'(K,, M) est fini (cf2.2.1] c’est aussi fini pour
v e S®),

Py(K, M) =D H"(K,, M), ¥r #0,1, si M est fini,

veES
il est muni de la topologie discréte car H] (K,, M) =0, Vr # 0, 1.

Lemme 2.4.7. Soit M est un Gg-module discret, alors

im(H"(Gg, M) — [[ H"(K,, M)) € P§(K, M).
vES

Démonstration. Pour L une extension finie galoisienne de K dans Kg on a
le diagramme commutatif

HYGal(L/K), M) — H™(Gs, M) .

L /

H"(Gal(Ly/Ky), M) — H"(G,, M)
On sait que H"(Gs, M) = lim H"(Gal(L/K), M) et
H (g, M) =l B (Gal(k(u) /(). M) = lim B (Gal( L/ K. M)

L L
ou la deuxiéme limite est sur L/K non-ramifiée en v, alors pour chaque
v € H"(Gg, M) on peut prendre L une extension finie galoisienne de K dans
K telle que vy soit 'image de v € H"(Gal(L/K), M), L/K soit non ramifiée
en v pour presque tout place v, pour telle v, 7' traverse H"(Gal(L,,/K,)) =
H"(Gal(k(w)/k(v)), M), alors I'image de « est dans H] (K,, M). O

D’aprés le lemme précédent, on pose 7 = [L(K, M) : H'(Gs, M) —
PL(K, M) et Iy (K, M) = ker(55(K, M)).

Si M est fini d’ordre m, on pose MP = Hom(M, K%) = Hom(M, Eg) car
I'image de M est contenue dans le groupe des racines de I'unité. MP avec
l'action par conjugué est un Gg-module discret. Dans notre cas [M]Ok s =
Ok, alors Hom(M,K**) = Hom(M,K}%) = MP car K(u,) C Ksg, et
M =~ (MP)P comme Gg-modules. Donc d’aprés les théorémes 222 2223
et PL(K, M) est le dual® algébrique et topologique de P~ (K, MP) (cf.
[25, 5.1]). Alors on a I'application duale 74 = v5(K, MP) : PL(K, MP) —
H*>"(Gg,M)* de B2 " (K, M).

Le théoréme suivant est le théoréme principal de dualité en arithmétique
globale.

6Le groupe Pé(K, M) n’est ni profini ni discret de torsion, mais on a encore
PY{K,M)* = Homes(PL{K,M),Q/Z) = Homus(Ps(K,M),R/Z) = PL(K,MP) car
c’est un produit restreint des groupes finis.
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Théoréme 2.4.8 (Poitou-Tate). Soit M un Gg-module discret fini avec
Uhypothese [M]Ok s = Ok.s, alors

(a)les groupes NIL(K, M) et TU%(K, MP) sont finis, il existe un accou-
plement canonique parfait

IT5(K, M) x I§ (K, M") — Q/Z,

(b)Uapplication B2(K, M) est injective, v2(K, MP) est surjective, et pour
r=0,1,2 on a

im(B5(K, M) = ker(5(K, M),

(¢)pour v > 3, B5 + H'(Gg, M) = [[,cqe H"(K,, M) est bijective, en
conséquence, on a la suite de Poitou-Tate exacte de groupes localement com-
pacts

55( M) 'Ys(

0 —— H°%(Gs, M) ——— P{(K, M) —— H*(Gs, M)*
K, BL(K,M J
(G, M)y 25 b apy EYM v a
J K,M
12(Gy, M) B pr e ) 2 o, vy o,
dont les groupes sont
fini profini profini
profini localement compact discret de torsion
discret de torsion  discret de torsion fini.

Démonstration. On démontrera plus tard dans la section suivante 1’exis-

tence de la suite exacte de Poitou-Tate. On remarque que la finitude de

I (K, M) est obtenue par la proposition suivante, et donc la finitude de

[TI%(K, M) d’aprés I'accouplement parfait. (b) vient de I'exactitude de la

suite de Poitou-Tate. L’exactitude de la suite de Poitou-Tate implique aussi

que l'accouplement dans (a) est parfait. En effet, de la suite de Poitou-Tate

on a HI%(K, M) = ker(8%(K,M)) = coker(PL{(K,M) = P{(K,MP)* —

HY(Gs, MP)*), c’est le dual de ker(HY(Gg, MP) — Pi{(K, MP)) = I (K, MP).
O

On trouvera les définitions des applications verticaux dans la démonstra-
tion, on peut aussi définir comme coker(1°) = ker(4*)* = II1* @

H' (resp.coker(y') @2 H?) grace a la dualité.
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Proposition 2.4.9. Si M est de type fini avec l'hypothése [M;]Ok s =
O s, alors Uapplication B5(K, M) est propre, i.e. l'image réciproque d’un
sous-ensemble compact est finie. (Si K est un corps de nombres, ’hypothése
[M{|Ok s = Ok s peut étre omette.)

On a besoin de quelques lemmes qui viennent de la théorie des nombres
et la théorie de la cohomologie galoisienne.

Lemme 2.4.10. Suppose que S O S, est une partie non-vide de l’ensemble
des places de K. On a une suite exacte de groupes abéliens.

1— EK,SOO — EK,S — @ 7 — IdK,Soo — IdK,S — 1.
vES\Soo

En particulier, Ex s et Idk,s sont de type fini sur Z.

Démonstration. Si S = S = 0 le théoréme est aussi trivialement vrai.
Notant le théoréeme de Dirichlet sur le groupe des unités et le théoréme de
Minkowski sur le groupe des classes, c’est la théorie des nombres algébrique
classique, on peut voir par exemple [21, NeukirchNT 1.11.6]. On remarque
que si K est un corps de nombres Idg g est fini, si K est un corps de
fonctions et si S # 0, Idg s est le groupe de Picard d’un courbe affine, c’est
aussi fini. O]

Lemme 2.4.11. Suppose que S O S, est une partie finie non-vide de
Iensemble des places de K. Alors H'(G, Es) = Idk s.

Démonstration. Par définition, on a la suite exacte 0 — Epg — Jpg —
Crgs — 0 pour tout I’ extension finie de K dans Kg, on prend li_r)nF et
obtient la suite exacte de GGg-modules discrets 0 — Eg — Jg — Cg — 0.
On obtient une suite exacte

0— Exs— Jxg — C5% = Cg Uk s — H' (Gg, Es) — H'(Gg, Jg) — -+ .

On sait que Hl(GS, JS) = @F Hl(Gal(F/K), JF,S) et
HY(Gal(F/K), Jrs) = H(Gal(F/K),]],cs, Fi)
= HUES H1<Gal(F/K)’ Hw|'z) F:))
= HUES Hl(Gal(Fw/Kv)v ) =0
lorsque S est fini d’aprés le lemme de Shapiro (cf. [L2.3) et Hilbert 90.
Finalement, on obtient

Hl(Gs, ES) ~ CO/{ZGT(CK,S = JK,S/EK,S — CK/UK,S) = IdK,S. ]
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Démonstration de la proposition de propreté. Premiérement, on remarque que
la démonstration ci-dessous suit celle du livre [22, NSW]| de maniére coho-
mologique, ot 'hypothése [M;]Ok s = Ok s est nécessaire. Mais pour le cas
oul K est un corps de nombres, on a une autre démonstration appliquant
le théoréme d’Hermite, I'hypothése [M;|Ok s = Ok.s n’est pas nécessaire,
pour plus informations on peut voir [31, SerreCohGal 11.6.2] ou [19, Mil-
neADT 1.4.9.

D’abord, on veut se ramener au cas ot Gg agit trivialement sur M. En
effet, pour tout L extension finie de K dans Kg, on a le diagramme com-
mutatif suivant

1
HY(G, M) =" pL(K, M) = [Teq H (K., M)
J,Res lRes
1 LM
HY(Gal(Ks/L), M) 2 pL (L, M) = T, g, H (L, M)

et une suite exacte
0 — HY(Gal(L/K), MCEs/Dy ™ o M) % HY(Gal(Ks/L), M)

(cf. |28, SerreCorpsLoc VIL.6]), dont le premier terme est fini car M est de
type fini. Notant que 'application verticale Res & droite est continue (car
Resyp(HY (Ky, M) C Hy (Ly, M)), B&(K, M) est propre si 35(L, M)
l'est. On peut prendre L telle que Gal(Kg/L) agisse trivialement sur M,
donc on peut supposer que Gg (alors G, et g,) agit trivialement sur M,
HY(Gg,M) = Homys(Gs, M), H'(K,, M) = Homus(G,, M) et H: (K,, M) =
im(Homes(gy, M)).

On considére T' C S satisfaisant les conditions suivantes,

(1)S'\ T est un ensemble fini,

(2)S\ T contient tous les places non-archimédiennes,

(3)S\ T contient tous les places au-dessus [ | [M,].

On pose P(T) = [[,cq\r HY(Ky, M) % [],er Hy (K, M), c’est compact
car chaque terme lest (cf. 2211 |28, SerreCorpsLoc XIIL.1| et notant que
Homus(Z,7) = 0). Par définition du produit restreint, pour montrer que
BS(K, M) soit propre, il suffit de montrer que (3%)~*(P(T)) soit fini. Pour
f e H (Gs,M) = Homs(Gs, M), i.e. f: Gs — M, f € (35)"(P(T)) siet
seulement si 85(f), € H},.(K,, M) = im(Homus(g,, M)) pour tout v € T,
Cest-a-dire que f(I,) = 0 ou également K2 D Kt si et seulement

"On remarque que dans ces livres la démonstration marche aussi pour M de type fini
car Homs(G,7Z) = 0 pour n’importe quel groupe profini G.
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si KE"W /K est non-ramifiée en tout v € T. On pose Kgr I'extension
maximale de K non-ramifiée en dehors S\ T. Donc f € (85)71(P(T)) si et
seulement si ngr(f) C Ko, i.e. ker(f) 2 Gal(Ks/Ks\1),

[ € Home(Gal(Kg\r/K), M) C Homes(Gg, M), c’est-a-dire que

f € HY(Gal(Kg\r/K),M) C H'(Gg, M). On va prouver que
HY(Gal(Kg\r/K), M) est fini.

On note Gal(Kg\r/K) simplement par G. Pour M = Z, H'(G,M) =0
car GG est profini. On se raméne donc au cas ot M est fini d’ordre m. On
sait que K(u,) € Kgr d’aprés la condition (3) ci-dessus. On pose L la
cloture galoisienne de K (fi,,), c’est facile a voir que L C K\ et finie sur
K. On a la suite spectrale de Hochschild-Serre

H"(Gal(L/K), H*(Gal(Ks\r/L), M)) = H’”J“S(Gal(KS\T/K),M),
on se rameéne alors a voir que H*(Gal(Kg\r/L), M) est fini car Gal(L/K)
est un groupe fini. C’est-a-dire que 1’on peut supposer L = K D fi,,.
Maintenant, M est isomorphe comme G-module trivial & une somme di-
recte finie de py- avec I” | m. Par la suite exacte 1 — p; — pys+1 — s — 1,

on se ramene facilement au cas M = j;. Notant que Eg\r est [-divisible car
Epgs\r lest pour K € F C Kg\7, on considére la suite exacte 1 — p; —

Eq\r LN Eg\r — 1. On déduit de la suite de cohomologie associée la suite
exacte

1 — Exs\r/(Egsvr) — HY(G, ) — H'(G, Es\r); — 0.
D’apreés le lemme 2.4TT] on obtient la suite exacte

l— E%),S\T — HY (G, ) — (Idgs\r)1 — 0.

D’aprés le lemme [2.4.10, on déduit que Ex g\r et Idg s\r sont de type fini
sur Z, donc HY(G, 1) est fini, la démonstration est compléte. ]

Conséquences

Corollaire 2.4.12. Si S est fini, M est un Gg-module discret fini avec
Uhypothese [M]Ok s = Ok.s, alors H" (G, M) est fini pour tout r.

Démonstration. Maintenant S est fini, le théoréme2.2.Tlimplique que PL(K, M)

est fini pour r = 0, 1,2 (notant que les facteurs des places réelles sont tou-
jours finis). Pour r = 0 la finitude de H°(Gg, M) vient de la suite de Poitou-
Tate. Pour r = 1,2 on a 0 — [IL(K,M) — H"(Gs, M) — PL(K, M), la
finitude de IIIg implique que H"(Gg, M) est aussi fini. Pour les autre r, il
reste seulement les facteurs des places réelles qui sont toujours finis. O
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Corollaire 2.4.13. Soit M un Gg-module discret avec l’hypothése [M|Ok g =
Ok.s. Pour tout partie finie T de S telle que S\T' contienne au moins une
place non-archimédienne, Uapplication H*(Gg, M) — @, cp H*(K,, M) est
surjective. En particulier, si K est un corps de mombres, H*(Gg, M) —
D, H*(Ky, M) est surjective (car S = S implique que M =0).

Démonstration. On fixe une place non-archimédienne v € S\ 7, il suffit
de montrer que pour tout a = (a,) € P2(K, M) c’est possible & changer
ay, tel que a soit dans image de 3%(K, M) (en conséquence, H*(Gg, M) —»
D.cs\ (o) H° (K, M), est surjective, donc c’est surjective sur @@, o H? (K, M)
car T'C S\ {w}.)

La suite de Poitou-Tate implique que
im(B3(K, M)) = ker(y3(K, M)) = (coker(83(K, M")))*,

donc sous 'accouplement P2(K, M) x PY(K,MP) — Q/Z im(B%(K, M))
et im(B3(K, MP)) sont exactement annihilateurs I'un de I'autre. Mainte-
nant a € P2(K, M), on prend x, =< a,— >: P2(K, MP) — Q/Z et pose
X4 = XaoB2(K, MP) : H'(Gg, MP) — Q/Z. Par définition H(Gg, MP) —
HO(K,,, MP) est injective, alors x/, s’étend a un caracteére " : HY(K,,, MP) —
Q/Z car Q/Z est un Z-module injective. On obtient un élément a;, €
H?*(K,,, M) ~ H°(K,,, MP)* associ¢ a x”. On pose donc a' = (al) ou
a, = a,, si v = vy et a, = 0 sinon. On obtient un caractére associé a a’,
X, i HY(Gg, MP) — Q/Z, et on a X"|H°(Gg, MP) = X!, par construction.
On vérifie que pour tout u € H*(Gg, MP)ona < a—d’, B%(K, MP)(u) >= 0
alors a — a’' € im(BY%(K, MP))* = im(5%(K, M)). O

Corollaire 2.4.14. Soit K un corps de nombres, on a

HY(Gr,Z) = Z,

H?*(Gk,Z) = Homus(Cx /Dk,Q/Z),

H*(Gk,Z) = (Z/2Z)" pour 2r > 4 o t =nombre des places réelles de
K,

H"(Gk,7Z) = 0 pour r impaire.

Démonstration. Pour r < 2, il suit de la suite de cohomologie de 0 — Z —
Q — Q/Z — 0 et la théorie du corps de classes global G% ~ Cy /Dy (cf.
théoréme [[L4.2)). Il existe un sous-groupe ouvert U de G d’indice 2 tel que
scd(U) = 2 (on prend L = K(y/—1) totalement imaginaire et U = G, cf.
par exemple [19, MilneADT 1.1.12] ou meilleur |22 NSW 10.2.3]). On a donc
H'(Gk,Z|Gk /U)) = H'(Gk, Ind55Z) ~ H"(U,Z) = 0 pour r > 3. On a

un suite exacte de G g-modules 0 — Z purd Z|Gy /U] 1= Z|Gg /U] 7 )
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ot G /U = {1, o}, on obtient deux suites exactes 0 — Z =5 Z[G},/U] =
deg

N —-0et0— N — Z[Gg/U] = Z — 0, les suites de cohomologie se
donnent un isomorphisme H" (G, Z) ~ H (G, Z) pour tout r > 3.
On sait que pour r > 4,
H"(Gg,Z) = H YGk,Q/Z) = @n H Gk, %Z/Z)l
~lim [[eon H (Ko, 3 2/7)
=Il,cqx H (K, Z)
d’aprés théoréme 2.4.8|(c). Or H"(R,Z) = 0 (resp. Z/27) si r est impaire
(resp. paire), la démonstration est compléte. O

Remarque 2.4.15. La suite de Poitou-Tate est fonctorielle en K, ¢’est-a-dire
que le diagramme suivant est commutatif, ou F' est une extension finie de

K dans Kg et Us = Gal(Kg/F)

0 HO(Gs, M) » PY(K, M) > HX(Gg, MP)* - H' (G5, M) » PY(K, M) -

lRes J,Res lC ores* J,Res lRes

0- H(Us, M) — PY(F,M)— H*(Ug, MP)* - H"(Ug, M) = P&(F, M) -

— HY(Gg, MP)* - H*(Gg, M) — P2(K, M) — H°(Gg, MP)* —0

lCores* lRes lRes lCm"es*

—)Hl(Us,MD)*—)HZ(Us,M)%Pg(F,M)%HO(Us,MD)*—)O

(c’est facile a vérifier par fonctorialité de la définition de 'accouplement de
Yoneda).

2.4.3 Démonstration du théoréme principal

Dans cette section entiére, on va combiner les résultats précédents pour
montrer le théoréme de Poitou-Tate 2.4.8

Soit M un Gg-module discret de type fini avec I'hypothése [M;]Ok s =
Ok s, alors MP = Hom(M, K}%) est un Gg-module discret. On pose M9 =
Hom(M, Es) comme un Gg-module, M¢ = Hom(M, K**) comme un G,-
module et M? = Hom(M, O™ comme un g,-module si M est non-ramifié
en v. On peut définir P5(K, M?).

Dans le cas M fini, MP = Hom(M,K%) = M¢ = Hom(M, Es) comme
Gs-module. Si v ¢ S, M est non-ramifié en v, c’est un g,-module, on sait
que M? = Hom(M,O">) = MP parce que '’hypothése implique que les
racines m™° de l'unité sont contenues dans (7)\1’}”. Siv € S5, on sait aussi
que MP = Hom (M, K$*) = M?. Autrement dire, quand M est fini d’ordre



64

Cohomologie Galoisienne

m tel que mOg s = Ok g, toutes les notations M et MP sont la méme, i.e.
MP = Hom(M, K¥%) va comme Gg-module, G,-module et g,-module.

D’abord, on a besoin de quelques lemmes.

Lemme 2.4.16. Soit M un Ggs-module discret de type fini avec I’hypothése
[M{|Ok s = Ok.s, alors

(a)pour v > 0, Exty, (M, Es) = H"(Gg, M),

(b)H" (g0, M?) = Euxt; (M, O™ pour v ¢ S, de plus, ce sont 0 pour
r = 2.

Démonstration. (a)D’apres [L2.0] il suffit de voir que Eg est divisible par
m = [M,]. En effet, on prend u € Eg, pour tout v & S, k(v)( ¥/u)/k(v)(u)
est séparable d’aprés I'hypothése mOk s = Ok.s. Alors K, ( {/u)/K,(u) est
non-ramifiée, on a donc {/u € Kg, Alors {/u € Eg, Eg est divisible par m.

(b)L’argument similaire déduit que @;“”X est divisible par m et alors
H'(g,, M%) = Ext; (M, (53”) d’aprés [L2.60l Comme le g,-module 63”
est de cohomologie triviale (cf. [27, SerreLCFT 1.2] pour niveaux finis, en-
suite on prend la limite inductive), il existe une suite exacte 0 — @L”’X —
I° - ' — 0 avec I° et I' deux Z[g,]-modules injectives (cf. [28, Serre-
CorpsLoc IX.6.th.11], 'argument d’algébre homologique marche aussi pour
le cas profini), donc Ext; (M, @;”"X) = 0 pour r > 2. (Si M est fini, c’est
plus facile, cd(g,) = 1 implique que H"(g,, M?) = 0 pour r > 2.) O

Lemme 2.4.17. S¢S contient presque toutes les places, alors hLQF F, =K
ou F' parcourant toutes les extensions finies galoisiennes de K dans Kg, w
est une place de F au-dessus v.

Démonstration. Si v est une place réelle, on peut prendre un entier n >
3 inversible dans Ok s car S contient presque toutes les places. On pose
F = K(u,), c’est une extension finie galoisienne totalement imaginaire de
K dans Kg, alors I, = K = C.

On fixe v € S une place non-archimédienne, et on fixe z, € K; dont
polynéme minimal f, € K,[X] de degré n. Pour chaque w ¢ S (de nombre
fini), il existe une extension K,[X]/(f,) unique séparable non-ramifiée de
K, de degré n. Le théoréme d’approximation faible dit qu’il existe f €
K[X] de degré n tel que f soit assez proche a f,, dans K, [X]| pour chaque
w ¢ S et assez proche & f, dans K,[X], le lemme de Krasner implique que
Kol X)/(f) ~ Ky[X)/(fu) pour tout w ¢ S et K,[X]/(f) ~ K,[X]/(f,)
Alors L = K[X]/(f) est non-ramifiée en w ¢ S et L, contient x,, sa cloture
galoisienne F’ est aussi non-ramifi¢e en dehors S. C’est-a-dire que lim plw =
K},
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Lemme 2.4.18. Si M est fini d’ordre m inversible dans Ok, g, soit | | m un
premier, alors lim Br(F,)(l) = 0, ot F' parcourant toutes les extensions
finies galoisiennes de K dans Kg.

Démonstration. Pour une extension Fy/F; finie galoisienne on a le dia-
gramme commutatif suivant

H(Gal(K?/Fyy,), K&*) = Br(Fi,,) > Q/Z :
lRes \UFQwQ:Fle
H2(Gal(K? | Fay,), K3*) = Br(Fyy,) > Q/Z

alors il suffit de montrer que pour tout entier N > 1 il existe une extension
F finie galoisienne de K dans Kg telle que [V | [F, : K,].

Si K est un corps de nombres et si v est une place réelle, on peut supposer
que [ = 2 est inversible dans Ok g et on remplace Q/Z par %Z/Z. On pose
F = K(u4), c’est une extension finie galoisienne de K totalement imaginaire
non-ramifiée en dehors S, alors Br(F,) = 0.

Si K est un corps de nombres et si v est non-archimédienne. F,, =
K (um)/K est non-ramifiée en dehors S, alors F,,, C Kg, K,(ym) C Fp,, €t
Gal(K,(um)/K,) est un quotient de Gal(F,,,,/K,).

Cas (i) v € S est au-dessus p # [, on a un diagramme suivant

Kv (Mlm)

A

Kv Qp (Mlm )

\ _—
QP(Mlm) N Kv
d do

Q

On sait que K,(pym) = K, - Qp(pum), Ky(um)/ K, et Qu(pm)/Q, sont ga-
loisiennes, alors Q,(gm)/Q,(m) N K, est galoisienne et dy = [Q,(ym) :
Qp(pum) N K| | do, alors d' = [K, : Q,(pm) N K] | [Ky : Q] = d. Comme
p # 1, on a Gal(Q,(um)/Q,) ~ Gal(F,(ym)/F,) d’ordre dy. On sait que
dy — oo lorsque m — oo, alors dy — oo. Notant que dy | do | (I"™) =
I™=1(1—1), d; est divisible par [V si m >> 0. On trouve F' = K(um) C Kg
et IV | [Gal(F,/K,)] pour m >> 0.
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Cas (ii) v € S est au-dessus [. On a un diagramme similaire suivant avec

d'|detd |ds
d/[(v(ﬂzm)\d/
Q
I
Q.
On sait que dy | p(I"™) =111 —1), Q(pym)/Q, est totalement ramifiée de

degré dy = p(I™), dy — oo lorsque m — oo, alors d; — 00, d; est divisible
par [V sim >> 0.

Kv l(lLle)

Si K est un corps de fonctions de corps de constants k (fini), alors Kg
contient k°, on pose Fy = K - k*. Pour v € S, Gal(Fp,/K,) a un quotient
Gal(k* /k) ~ Z, alors I | [Gal(Fy,/K,)]. Donc pour N, il existe F = K - k'
avec k' /k finie telle que IV | Gal(F,,/K,). O

Lemme 2.4.19. Soit M un Gs-module discret de type fini avec I’hypothése
[Mi|Ok.s = Ok,g, on suppose que soit M est fini soit S omet nombre fini
de places. Alors, Homeg(M, Js) = [[,cq H(Gy, M?) (= PY(K,M?) si K
est un corps de fonctions), Exty, (M, Jg) = Pg(K, M®) pour tout r > 1.

Démonstration. On prend un sous-ensemble T' de S qui contient toutes les
places archimédiennes satisfaisant les conditions suivantes, v € T si M est
non-ramifié en v, et v € T si m = [M;] n’est pas inversible dans O,. On pose
Jrsor = [Lper Fu X HweS\T @; et Jg = h_I)nF’T Jp.sor ou et F' parcourant
toutes les extensions finies galoisiennes de K dans Krp(C Kg) telles que
Gal(Kg/F) agisse trivialement sur M. La théorie d’algébre homologique
implique que Extg (M, Js) = hLQF,T Extg im0 (M, Jrsor). On a

Exttpy ) (M, Jpsor) =

= [Ler EItEJal(F/K)(M7 Hw|v Fy) % HUES\T ExtrGal(F/K)<M’ Hw|v On)

-~

= [Ler Extgaz(Fw/K,,)(Ma F}) X HUES\T Extgal(Fw/Kv)(M7 ;)

d’apres [[L2.3]

Pour v € S\ T, M est non-ramifié en v, c’est un g,-module, d’apreés
(prenant M = Z, notant que H*(Gal(K"™ /F,,), O"*) = 0 pour tout s > 1,
cf. [27, SerreLCFT 1.2] pour niveaux finis, ensuite on prend la limite induc-
tive) et on a Bzt e (M, 0%) ~ Ext, (M,00) = H'(g,, M?).
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On trouve que
E$t65 (Mv JS) = @FI(HUGT ExtrGal(Fw/Kv)<M’ Fj}) X HveS\T Hr(gvv Md))
Pour r < 1etv €T, ona Bty k(M F;) ~ Extg, (M, K;") =~
H"(G,, M%) d’aprés (prenant M = Z et appliquant Hilbert 90) et le

fait que K;* est divisible par m = [M;]. On a donc pour r < 1, Exty, (M, Js) =

lim ([T,er H" (G, Md)xHUeS\T H"(g,, M?)). Si M est fini, les M? sont MP
vus comme G,-modules ou g,-modules respectivement, alors par définition
Ea:t%s(M, Js) = HUES H°(G,, Md) et E:Btés(M, Js) = P(K, M2,

Pour r > 2, ZZAT6(b) implique que H"(g,, M%) = 0 pour tout v € S\ 7,
alors

Exter (M7 JS) = @F @UES Ewtgal(Fw/Kv)(M7 Ff:;)
= @vES @F Extgal(Fw/KU)(M7 F;})

Si S contient presque toutes les places, lim  F,, = K d’apres24.17, alors
lim, Batfyy o, i (M, Fl) = Eatyy (M, K},

Si M est fini et v € S, pour tout premier [ | [M], S contient toutes les
places au-dessus [, alors lim  H*(Gal(K;/F,), Ki7)(l) = lim , Br(F,)(1) =
0 d’apres 2418 On a une suite spectrale
ExtGop, i) (M, H (Gal (K5 Fy), K3°)) = Ewtg, (M, K7*) d’apres [L2.6]
et on sait qu

S S S* F’Lj() Y Si S = 07
N R B TS
s Sk ~ Ewt”C‘?al(Fw/Kv)(M’F’:)) :
alors Exty, (M, KJ*) ~ BT o 100y (M HE Gl TFa) K prenant lim

on trouve lim Exty, i (M, Fy) = Extg, (M, K;*) car c’est vrai pour
la partie [-primaire.

Maintenant r > 2, Exty, (M, K5*) ~ H"(G,, M%) = H"(K,, M%) d’apres
[L2.6, alors aux deux cas ci-dessus Exty (M, Js) = @,cq H (K, M?) =
PL(K, M%), ou la derniére égalité vient de ZAT6(D).

[

Démonstration du théoreme de Poitou-Tate. On peut vérifier par définition

que 'on a une suite exacte 0 — Eg — Jg — Cs — 0, appliquant Extg, (MP, )

on obtient une suite exacte de cohomologie. Notant que M est fini d’ordre
m, avec 'hypothése mOx s = Ok, MP = M? et MPP ~ M, d’apres

8Pour s > 3 et v non-archimédienne, il vient du fait que scd(Gal(K:/F,)) = 2
(cfIL54). En effet, ce n’est pas vrai pour v archimédienne, c’est possible que les H*,

HS, ... restent non-zéro, mais ce n’est pas important car prenant lim - ils tendent vers
0:Sim = [M] # 1 est impaire, on note n = m, sinon on note n = 2m, on prend

F=K(up),ona K CFC Kget F,, = K =C ou v est une place réelle.



68

Cohomologie Galoisienne

les lemmes 2.4.176] et le théoréme on a Exty (MP, Eg) ~
H"(Gg, M), Exty, (MP,Cs) ~ H*"(Gg, MP)* pour tout r et
Homgy(MP, Jg) ~ [],es H(Gy, M) et Exty, (MP,Js) ~ Pi(K, M) pour
tout » > 1. La suite de cohomologie devient

0— H(Gs, M) —[l,es H(G,, M) HHomGS(MD,C’S) —

V(KM L(K,M
NG, M) M prge vy Y, g Py

2(K,M 2(K,M
B2 (G, M) M pa g gy 5,

et (cf. 2.4.0)
- — H'(Gs, M) — P§(K,M) = @ H"(K,, M) — Extj, (M”,Cs) =0

veSR

HY(Gg, MP)* — - -

pour 7 = 3.

L’application v2(K, M) est le dual de I’application
Be(K,MP) : HY(Gg, MP) — PY(K,MP) = [Loes H°(K,, MP) qui est in-
jectivdd, alors v3(K, M) est surjective. Donc H™(Gg, M) ~ @, gx H'(K,, M)
pour r = 3.

Les derniers six termes sont exactement ceux dans la suite de Poitou-Tate,
on trouve le premier trois termes par dualité. La preuve est compléte. [

La démonstration ici suit principalement celle dans [19, MilneADT], quelques
points sont expliqués en plus détails. La source est [35], Tate|.

2.4.4 Caractéristique d’Euler-Poincaré globale

Les notations sont les mémes que celles dans la sous-section précédente,
K est un corps global, S est un ensemble non vide de places de K qui
contient toutes les places archimédiennes, Gg = Gal(Kg/K) ou Kg C K*
est l'extension maximale de K non-ramifiée en dehors S, M est un Gg-
module fini discret d’ordre m inversible dehors S. Dans cette sous-section
on suppose que S est fini, d’aprés le corollaire 24120 H"(Gg, M) est fini
pour tout r. On définit

[H°(Gs, M)] - [HQ(GS,M)].

\(G M) =T G )

9Gi K est un corps de fonctions, S n’est pas vide, c’est claire. Suppose que K est un
corps de nombres. Si S = Sy, on a [M] = 1, sinon S contient au moins qu’'une place
non-archimédienne, c’est aussi claire.
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On fait attention que y n’est pas additive en M parce que H"(Gg, M) ne
peut pas étre disparu pour r # 0, 1,2

Théoréme 2.4.20. On a la formuld@ (S fini)

x(Gs, M) =

VESoo

Remarque 2.4.21. (a)Si K est un corps de fonctions, le théoréme dit simple-
ment que x(Gg, M) =1, dans ce cas, H"(Gg, M) disparait pour r # 0, 1, 2,
alors x(Gg, —) est additive.

[H(Gv,M)]

M.
UG (o), ot on sait que [H)(Gy, M)] = [H' (G, MP)] = [H(G,, MP)]
d’apres et le quotient de Herbrand de la cohomologie de Tate. La for-

mule donc s’écrit

(b)Si K est un corps de nombres, pour v € S,, on sait que

x(Gg, M) = H w'

VESco

(c)Le groupe P&(K, M) est simplement le produit fini de H"(K,, M) car
S est fini, de la suite exacte de Poitou-Tate on peut calculer x(Gg, M) -
X(Gs, MP) directement, combinant la formule de la caractéristique d’Euler-
Poincaré locale pour x(K,, M) on obtient finalement 1’égalité suivante

Dy _ [H7(Go, M)] - [H (G, MP)]
X(Gs, M)x(Gs, M”) = H [HO(G,, M)] - [H(G,, MD)]

’UESOO

(pour détail cf. [19, MilneADT 1.5.2|), on peut aussi I'obtenir par la formule
de la caractéristique d’Euler-Poincaré globale.

Démonstration du théoreme (une esquisse). La procédure de la démonstra-
tion est similaire de celle en cas local parce que beaucoup d’étapes sont du
pointe de vue des groupes et leurs représentations. On pose

Gy, M
o1) = x(Gs. 20/ ] HEE2E)

UGSOO

et on veut ¢p(M) = 1.

107a cohomologie H°(G,,, M) est la cohomologie usuelle, ce n’est pas la cohomologie de
Tate H°(K,, M) = HY(G,, M). La valuation est celle qui induit la formule de produit,
par exemple | — 2|g =2 et | — 2|c = 4.
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Lemme 2.4.22. L’application ¢ est additive en M.

Démonstration. Soit 0 — M’ — M — M"” — 0 une suite exacte de G-
modules discrets, on a la suite exacte de cohomologie 0 — H(Gg, M') —
- — HY(Gg, M") — H*(Gg, M"Y — 00t H3(Gg, M"Y = ker(H>(Gg, M) —
H°(Gs, M)). D’apres 24.8(c), H (Gs, —) = @,cs.. H'(Gy, —) = P§(K, —)
pour r > 3, alors [P3(K, M)] = [P§(K, M)] par le quotient de Herbrand. La
suite exacte ci-dessus implique que x(M')x(M") = x(M)[P3(K, M')] ou
C = P3(K,M") = ker('P3(K,M') — P3(K,M)). Comme la cohomologie
de Tate est 2-périodique pour un groupe cyclique, on a
C =@, ker(H(G,, M') — H'(G,, M)). Pour v réelle on a une suite
exacte

0— H(G,,M") — H°(G,, M) — H°(G,, M") —

ker(H'(G,,M") — H(G,, M)) — 0,
on trouve alors [C] =[], cq= [HO(G“[’I%()]G'T;\J/[()? M1 On combine ces formules
et trouve p(M")p(M") = ¢p(M). O

D’aprés le lemme précédent, on peut supposer que M est de p-torsion avec
p inversible dehors 9, le dévissage se permet de supposer que M est tué par
p, i.e. M est un F,[Gg]-module. On prend L une extension finie galoisienne
de K dans Ky telle que L D p,(K®) (si p = 2 on demande L D py(K*®), c’est
possible car p est inversible dehors S) et Gal(Kg/L) agit trivialement sur
M et sur MP | alors L est totalement imaginaire, on pose G = Gal(L/K).

Le lemme précédent dit que ¢ : Ry, (G) — Qs est un homomorphisme
de groupes bien défini. Exactement le méme argument que le cas local on
peut supposer™ que G est cyclique d’ordre non-divisible par p.

D’apres H"(Gal(Ks/L),M) = 0 pour r > 3 car L est totale-
ment imaginaire, on peut alors définir x' : Rg, (G) — Ry, (G); [M] —
[H°(Gal(Ks/L), M)] — [H'(Gal(Ks/L), M)|+ [H*(Gal(Ks/L), M)] un ho-
momorphisme de groupes. Par la méme raison que le cas local, on peut
définir un homomorphisme de grouped? @ : RFP((_;) — Qso; N — [NY]

UTe valeur de ¢(Gg, M) ne changera pas sous l'induction de représentations de
groupes : c’est claire pour le numérateur d’aprés le lemme de Shapiro, pour le déno-
minateur on applique [30, SerreRepGp 11.7.3 Prop.22|, pour détail cf. [22] NSW 8.6.14]
ou [14], Kazarnovskii page 59| ou [I1, Haberland 3.3].

12 T’application 6 est un homomorphisme de groupes, mais ce n’est pas un homo-
morphisme d’anneaux, alors la derniére étape d’argument de Milne (cf. [I9] MilneADT
la démonstration du Th. I.5.1 page 70]) ne marche pas, on ne trouve pas l'égalité
x(M) = x(MP), et I'assertion [ME] = [(MP)G*] n’est pas vraie, par exemple M = u3
avec v réelle [ME+] = 1 mais [(MP)%] = 3. Peut-étre 'approche de Milne ne marche
pas.
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car G est d’ordre non-divisible par p. On pose M* = Hom(M,F,) c’est un

F,[G]-module.
L’accouplement p, x M* — MP = Hom(M, K*); (¢, f) — (z +— (/@) se
donne 'accouplement cup-produit

H"(Gal(Ks/L), j1,) ® Hom(M,F,) — H"(Gal(Kg/L), M"),

qui est un isomorphisme (le méme argument que le cas local notant que
fp @ M* = MP et Homgarg/n) (P, MP) ~ Homears/n) (P, 1) © M*),
dott x'([p]) - [M*] = X'([MP]), done X'([wp]) - [(MP)*] = x'([M]) dans
Rp, (G).

On posdB® (M) = X,eq (M) 0 (M) = X, ([HH(Gop, MP)] -
[HY (G, MP)]) € RFP(G’), on peut vérifier que o) (M) = [[,cq. %
(pour l'action de G sur ¢, (M), cf. [14, Kazarnovskii page 60]).

On sait que H (G, MP) ~ H{(G,,, Z/pZ) @ MP comme G-module pour
tout i (cf. le méme argument que le cas local). Donc on a H°(G,,, MP) ~

H(Gy, Z/pZ)RMP et HY(G, MP) ~ HY (G, Z/pZ)RMP (par 2-périodicité),

ie. (M) = [MP]-¥(w) € Ry, (G).

Maintenant ¢(M) = 0(x'([M]) =¥ (M)) = O(x' ([1p])-[MP*] =1 (1) [M 7)),
si Pon peut montrer™ que x'([11,]) = 1(pp) € Ry, (G), il reste a vérifier que
0(7701)(/%) ’ [M*]) = 9(%(%) ’ [M])

Pour calculer x'([,]) on a besoin de calculer H(Gal(Kg/L), u,), premié-
rement on calcule la cohomologie du groupe de S-unités, ensuite on applique
la suite de Kummer pour fi,, finalement on relie H*(Gal(Kg/L), u,) avec le
groupe des S-classes et le groupe des S-unités, 1, (11,) peut étre facilement
lu de la définition, (souvenant que L est totalement imaginaire) on trouve

X (1)) = () avec ¥y (1p) = — [y Fp - w] = —[fndgwlﬁp] € Ry, (G)
ol Gw‘v = Glal(L,/K,) pour une certaine place w choisie au-dessus v. Pour
détail cf. [I1, Haberland 3.5].

Enfin, on va vérifier 'égalité 6(1, (1p) - [M*]) = 0(¢y(11p) - [M]). Si v est
non-ramifiée dans L, alors ¢, (p,) = —[Indg | F,] = —[Ind{F,] = —[F,

[
de la méme raison que le cas local on sait que [M]- [F,[G]] = dim(M)[F,|
on conclut car dim(M) = dim(M™*). Si v est ramifiée dans L, §([m]-1(p,)
—0([M & [”dgw|va]) = _‘9([["dgw|vM]) - [HO(G,InldngM)] - [HO(Gi\wM)] -
[MC%M\U}' On sait Gy, = {1, 0}, pour tout f € M* = Hom(M,Z/pZ), ((1 —

13C’est justement une notation pour une expression trop longue, ¢ n’est pas un homo-
morphisme de Ry, (G) vers Ry, (G) car ¢ n’est pas additive.
14Cest un petit peu plus que disant « le théoréme est vrai pour ju, (i.e. 60 x'([up]) =

00 ¢(up)) ».
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0)f)(m) = f(m) =7 f(m) = f(m) —o~*(f(om)) = f(m) — f(om) = f((1 -
o)m), c’est-a-dire que le dual de 'application M 2% M oest M* =3 M *,

alors [M%v] = [ker(M =% M)] = [coker(M =% M)] = [ker(M* =5

M*)] = [M*Cei], ou la seconde égalité vient du fait que M est fini et la
troisieme vient de la dualité M — M*. Alors 0(¢, () - [M*]) = 0(¢y(pp) -
[M]). La démonstration est compléteZ. O

Remarque 2.4.23. Le détail de démonstration de I'égalité x'([up]) = ¥(up)
dans Ry, (G) est omis ici, pour cette étape la preuve du livre [11, Haberland
3.5] est presque claire pour les corps de nombres sauf qu’un petit probléme
mentionné dans la note de bas de page, ca marche aussi pour un corps de

fonctions prenant S,, = 0.

Dans |11, Haberland 3.5|, « Because of the finiteness of the class num-
ber, we have [,Cls(K)] = [Cls(K),] in K(G) », c’'est vrai mais ce n’est

pas triviale! (Avec notre notations) On a une suite exacte de Z[G]-modules
0 — Clg(L), — Cls(L) 2 Clg(L) — Cls(L)P) — 0, on trouve [Cls(L),] =

[Cls(L)P] dans Rz(G), mais on ne peut pas dire facilement que [Cls(L),] =
[Cls(L)P] dans Ry, (G) méme si Clg(L), et Cls(L)®) sont F,[G]-modules,
parce que Clg(L) n’est pas un F,[G]-module en général. Et il n’y a pas d’ho-
momorphismdl® évident de Rz (G) vers Ry, (G). En effet, I'égalité [Cls(L),] =

[Cls(L)P)] dans Ry, (G) est un cas particulier du lemme suivant.

Lemme 2.4.24. Soit G un groupe fini, et soit M — N un homomorphisme
de Z|G]-modules de type fini avec noyau fini et co-noyau fini. Alors [M,] —
[M®)] = [N,] — [N®] dans Ry, (G).

En particulier, si N est un Z[G]-module fini, alors [N,] = [N®)] dans
Ry, (G).

Démonstration. D’abord, on suppose que M — N est injective, alors M ®
Z, — N ® Z, est un homomorphisme injectif de Z,[G]-modules de type fini
avec noyau fini et co-noyau fini (cf. [2, Atiyah 10.12 & 10.13|). D’aprés le

15 Dans |14, Kazarnovskii page 60|, pour compléter la démonstration, on veut fabriquer
un isomorphisme entre M’ = Hom(M, p,,) et M ® 1, mais il y a une erreur : ’application
C: M — M®pp; fr > cpym® f(m) est G-équivariante mais ce n’est pas un
isomorphisme. Par exemple, on prend p = 5 et M = Z/5Z, alors f +— >\ m® f(m) =
00 f0)+1® f(1)+ - +4@ f(4) = (0*+12+---+4*) ® f(1) =30 ® f(1) = 0 pour
tout f.

Dans [11, Haberland page 35], la démonstration du lemme 9 n’est pas claire, parce
que l'application ¢, : K(ZG) — K(F,G);[A] — [F, ® A] n’est pas bien définie sur le
groupe de Grothendieck : Si 0 — A; — A2 — A3z — 0 est une suite exacte de Z[G]-
module, il est souvent que la suite 0 — F, ® A; — F, ® A — F, ® A3 — 0 ne reste pas
exacte. Il faut meilleur de remplacer la démonstration par celle du lemme
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lemme 2210, on obtient [M,] — [M®] = [N,] — [N®?)] dans Rg, (G). En
particulier, si N est fini, on prend M = 0 et trouve [N,] = [N?)] € Ry (G).

En général, on brise la suite exacte longue 0 — Ker - M — N —
Coker — 0 en les suites exactes courtes 0 — Ker — M — @ — 0 et
0 — @Q — N — Coker — 0, le lemme du serpent se donne une suite
exacte de F,[G]-modules 0 — Ker, — M, — Q, — Ker® — M® —
QP — . Comme Ker est fini, [Ker,] = [Ker®”)] € Ry, (G), alors on a
(M) — [M®P)] = [Q,] — [QP] € Ry, (G). De méme, le lemme du serpent se
donne [N,] — [N®] = [Q,] — [QP] qui compléte la preuve. O

Pour un corps de nombres, Clg(L) est fini car S est fini, pour un corps de
fonctions, Clg(L) est le groupe de Picard d'un courbe affine car S # (), c’est
aussi fini (cf. Z4.10), d’aprés le lemme précédent, on trouve [Clg(L),] =
Cls(L)?)] € Ry, (G).
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Chapitre 3

Cohomologie Etale

Nous discutons les théoremes de dualité en cohomologie étale.

Premiérement, nous traduisons le théoréme de dualité locale (énoncé en
termes de cohomologie galoisienne) en termes de cohomologie étale (Théo-
réeme B.1.9]).

Ensuite, nous définissons la cohomologie & support compact (en un cer-
tain sens), et nous développons ses propriétés. Nous faisons quelques calculs
préliminaires de la cohomologie de G,,. Nous étudions aussi la formule de
caractéristique d’Euler-Poincaré 3.2.17] en identifiant les groupes de coho-
mologie étale avec ceux de cohomologie galoisienne.

Finalement, nous montrons en détails le théoréeme de dualité d’Artin-
Verdier B.3.1l Nous nous ramenons au cas simple, et nous le vérifions par
récurrence avec I’hypothése car(K) 1 [F;]; afin de conclure nous utilisons un
argument supplémentaire d’Artin-Schreier pour le cas d’un corps de fonc-
tions. Une preuve compléte est donnée.

Les deux derniéres sections du chapitre 1 sont des préliminaires, qui
contiennent le début de la théorie sur le site X, quelques suite exactes
fondamentales pour les faisceaux et quelques propriétés utiles (particuliére-
ment des suites spectrales connues sur la cohomologie étale etc.).
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3.1 Dualité locale

On va traduire de la dualité en cohomologie galoisienne a la dualité en
cohomologie étale. En effet, la dualité en cohomologie étale contient deux
parties, une vient de la dualité sur un corps local, ’autre vient de la dualité
sur un corps fini.

Soit X = Spec(R) ou R est un anneau de valuation discréte hensélien de
corps de fractions K et de corps résiduel k. Par exemple, R peut étre un
anneau de valuation discréte complet ou la hensélisation d’un anneau local
en une place non-archimédienne d’un corps global.

On a les notations standards :

K.

ks Rnr( N Knr

k « RS K

On note i : x = Spec(k) — X I'immersion fermée associée au point fermé
et j : u = Spec(K) — X I'immersion ouverte associée au point générique.
Le groupe de Galois ¢ = Gal(k®/k) ~ G/I ou I = Gal(K*/K") < G =
Gal(K*/K).

Proposition 3.1.1. (a)Pour F € Fais(u) et toutr >0 on a H' (X, jF) =
0 et un isomorphisme H' (u, F) = HtY(X, j1F).

(b)Pour F € Fais(X) et tout r > 0 on a un isomorphisme H'(X,F) =
H"(z,i*F).

Démonstration. (a)D’apreés [LI07(f) on a une suite exacte
T H;(Xa.]'f) - HT(Xa.]'f) - HT(U,]1f|U) oy

alors il suffit de montrer H"(X, 1 F) = 0. On a un G-module discret M =
Fa, on sait que M' est le g-module discret associé¢ a i*j,F (cf. [LO.9(2)).
On a Hom,(N,M") = Homg(N, M) pour tout g-module N, alors i*j, :
G-modules — g-modules a un foncteur adjoint & gauche : N — N qui
est exact, alors il préserve objets injectifs. D’apres [L9.8(5) on a une suite
exacte 0 — JF = 1" J«F — J«F — 4,4"3.F — 0, or on sait que i, et
Jx préservent objets injectifs, alors lorsque F est injectif la suite ci-dessus
se donne une résolution injective de 5 F. On sait que M¢ = T'(u, F) =
[(X,j.F) — (M9 = T'(z,7*j.F) = ['(X,i,i*j,F) est un isomorphisme,
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par la résolution injective on a H"(X, 5 F) = 0 pour r > 1 lorsque F est
injectif et on a toujours H°(X, j1.F) = 0 pour F € Fais(u).

Maintenant, pour F € Fais(u) on prend F — Z°* une résolution in-
jective, alors jiF — jiZ® est une résolution acyclique, alors H" (X, jiF) =
H™(T'(X, 4Z°*)). Or on a vu que I'( X, j1(—)) est le foncteur 0, alors H" (X, jiF) =
0 pour tout r.

(b)On prend la suite de cohomologie de la suite 0 — 5j*F — F —
i.i*F — 0, appliquant (a), on trouve H" (X, F) ~ H"(X,i,i*F) = HJ(X,i,i*F) =
H"(x,i*F) (ctfILINT7(d) notant supp(i.i*F) C x). O

Corollaire 3.1.2. Pour tout r on a H"(X,Z) = H"(g,7Z), en particulier,
lorsque k est fini on a

H(X,Z2) = Z 0 Q/Z 0
r = 01 2 > 3.

Démonstration. 11 vient directement de la proposition ci-dessus et de la
remarque [1.9.6] ]

Lemme 3.1.3. Si k est algébriquement clos, alors H" (K, G,,) = 0 pour
toutr > 1.

Démonstration. L'extension K /K est séparable car R est excellent (cf. [15]
Liu 8.2.34, 8.2.35 & 8.2.39]). Alors K est algébriquement clos dans K (cf.
[19, MilneADT I.A.6| ¢a marche aussi pour k algébriquement clos), donc K
est un corps vérifiant Cy d’aprés le théoréme de Lang (cf. [32, Shatz th.27]
ou [31, SerreCohGal 11.3.3]), on a donc H" (K, G,,) = 0 pour tout r > 1 (cf.
[31], SerreCohGal 11.3|). O

Lemme 3.1.4. Soit k un corps parfait.

(a)Alors R j.G,, = 0 pour toutr > 1, ainsi Ext'y(F, j.G,,) ~ Ext! (Flu, G,,)
pour tout r et tout F € Fais(X).

(b)Pour F € Fais(x) on a un isomorphisme Ext’ " (F,Z) = Ext(i,F,G,,)
pour tout r = 1.

Démonstration. (a)D’aprés [18, MilneEC I11.1.15] (prenant X = Spec(R),
Y = u) on trouve pour r > 1, (R"5,G,,)z ~ H' (K™, G,,) = 0 et (R"7.G,,)a =~
H"(K* G,,) = 0, ou le premiére égalité vient de B3l Alors R"j.G,, = 0
pour tout r > 1, 'assertion vient de la suite spectrale [LT0.7(b).

(b)D’apres [L93)(2), on a une suite exacte 0 — G,,, — 7.G,, 47— 0
qui induit une suite exacte --- — Ext’ (i.F,G,,) — Ext (i F, j.G,) —
Ext’ (i.F,i.Z) — ---. On sait que Ext’y (i.F, j.G,,) ~ Ext! (i.F|u, G,,)
et Bxty (i.F,i.Z) ~ Extl(F,7Z) (cf. (a) et [[I0T(c)), et que i F|u est
toujours nul, alors I’assertion en suit. O]
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Lemme 3.1.5. Si k est fini, alors H' (K, G,,) = 0 pour r > 3.

Démonstration. Le corps K™ a corps résiduel £° qui est algébriquement
clos, alors H"(K™,G,,) = 0 pour r > 1 d’aprés B.I3l On a donc une
suite exacte pour r > 1, 0 — H"(Gal(K™/K),K™*) — H"(K,G,,) —
H"(K™,Gy,) (cf. |28, SerreCorpsLoc VIL.6]). Or Gal(K™ /K) ~ Gal(k® k) ~

Z et scd(Z) = 2 (cf. [LEA), alors H"(K,G,,) = 0 pour r > 3. O
Proposition 3.1.6. Suppose que k est fini, alors (a)H"(X,G,,) = 0 pour
tout r > 1;

(b)on a

H(X,G,) = 0 Z 0 Q/Z 0
r =012 3 >4

Démonstration. (a)Prenant F = Z le lemme B.1.4[(a) implique que
H"(X,7.G,,) ~ H"(K,G,,) pour tout r. On sait que H"(K,G,,) = 0
pour 7 # 0,2 d’apres le lemme B.I5 et Hilbert 90, et que H*(K,G,,) o
H?(k,Z) = Homs(9,Q/Z) = Q/Z est un isomorphisme (cf. [19, MilneADT
LA1 & A.2]). D’apreés [LI07(c) on a H"(X,i,Z) ~ H"(x,Z) pour r, et si
r > 3 il disparait d’apres [[L5.4l

De la suite de cohomologie associée a 0 — G,,, — 7.G,, o ixZ — 0 (cf.
[L9.3) on trouve que H"(X,G,,) = 0 pour tout r > 1.

(b)D’apres [LI0.7(f) on a une suite exacte

0 — H(X,G,,) — R — K* — HY(X,Gy,) — H'(X,Gy,) 2 0

et H(K,G,,) ~ H:™'(z,G,,) pour tout r > 1, on trouve I'assertion que
I’'on veut. O

Corollaire 3.1.7. Suppose que k est fini, si car(k) tn, alors

Z/nZ, r=2,3;
0, stnon.

HICX. ) = {

Démonstration. Comme car(k) tn, 0 — p, — G,, — G, — 0 est une suite
exacte de faisceaux sur X (cf[L93[(1)). Prenant la suite de cohomologie de
H(X,—) on trouve I'assertion d’apres B.L.0(b). O

Remarque 3.1.8. On peut calculer les H(X,G,,) de 'autre fagcon pour k
parfait. D’aprés B.I.4(a) on a un isomorphisme H" (X, j.G,,) ~ H" (u, G,,)
pour tout 7, [LI07(f) implique que H. (X, j.G,,) = 0 pour tout r. La suite de

cohomologie de H.(X, —) appliqué a 0 — G,, — 7.G,, ¢ 3.7 — 0 se donne
H'YX,G,,) ~ HI(X,i,Z) ~ H"(x,Z) = H"(Z,Z) dapres [LI07(d), on
trouve tout de suite les valeurs de H.(X, G,,).
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Suppose que k est fini. D’aprés la démonstration de la proposition [3.1.6] et
la remarque B.I.8] on a deux fagons différentes d’identifier H3(z, G,,) avec
Q/Z, or par définition, le diagramme suivant est commutatif

HoA(X, Gn) - H2(u,G,,) —% Q)%
111[2(Gal(K'nr/K')7 Knr*)
Lord
H3(X, Gy) & H2(X,i.2) ———— H2(z,Z) — ™ Q/Z

alors on peut utiliser les deux fagons a la fois.

D’aprés [LI07 on a HL(X,F) ~ Euxt'(i.Z,F), alors 'accouplement
Exty(F,G,,) x BExt "(i.Z,F) — Ext%(i.Z,G,,) s’identifie & un accou-
plement

Exty(F,G,,) x H>"(X,F) — H(X,G,,) ~ Q/Z
qui induit 'application
o' (X, F): BExt'y(F,G,,) — H"(X, F)*.

Théoréme 3.1.9. T Suppose que k est fini. Soit F € Fais(X) constructible,
suppose que K est complet ou que pF = F lorsque car(K) = p # 0. Alors
l"accouplement

Ext'y(F,G,,) x H2 (X, F) — H}(X,G,,) ~ Q/Z
est parfait. Si pF = F lorsque car(K) = p # 0, tous les groupes sont finis.

Démonstration du théoréme. D’abord, on considére les faisceaux de la forme
iF avec F € Fais(x) constructible. D’aprés B 4(b) et [LI0.7(d) on a le

diagramme commutatif suivant

Exty (i,.F, G,,) X H>"(X,i,.F)— H}(X,G,,) — Q/Z .

T= H T~ |

Ext’ ' (F,Z) X H3" (3, F) —— H*(z,2) 25 Q/Z

Or la catégorie de faisceaux sur Spec(k) est équivalente a la catégorie de
g-modules discrets (cf. [LO.0]), ou les faisceaux constructibles sont associés

Dans |19, MilneADT II.1.8(a)| page 155, il y a pas de raison évidente que la premiére
ligne du diagramme était exacte aprés complété pour le cas K est hensélien mais non-

complet (cf. LT3 et [LTH).
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aux g-modules finis, alors la deuxiéme ligne du diagramme s’identifie a I’ac-
couplement dans 2.1.4] qui est parfait entre deux groupes finis.

Ensuite on considére les faisceaux de la forme 5 F avec F € Faix(u)
constructible sous ’hypothése soit K est complet soit pF = F lorsque
car(K) = p # 0. D’aprés [L10.7(a), BIIl(a) et la démonstration 3.1.6l on a
le diagramme commutatif suivant

Eaxt'y (31 F,Gp) X H> (X, 3 F)— H}(X,G,,) — Q/Z .

5 T- =

E$tZ(F7Gm) X H27T(U7F>4>H2(ua6m)HQ/Z

On sait que la catégorie de faisceaux sur u = Spec(K) est équivalente a la
catégorie de G-modules discrets (cf. [L9.6]), ot les faisceaux constructibles
sont associés aux G-modules finis, alors la deuxiéme ligne du diagramme
s’identifie & 'accouplement dansZ2ZTou2.24 (avec M = F;) qui est parfait
sous I’hypotheése, et les groupes sont finis si pF = F lorsque car(K) = p # 0.

Enfin, on considére F € Fais(X) constructible arbitraire, d’aprés[[L9.8 on
a une suite exacte 0 — 5j*F — F — i, 0*F — 0 (tous les faisceaux apparus
sont constructible d’aprés [[L9.12)). Alors on a un diagramme suivant avec
lignes exactes

- — Bty (1,3 F, G,) = Ext'(F, G,,) — Exty (517* F, G,,) — -

ol ! =k

S HET (X F) o HE (X, F) s B (X i F) =

Passertion du théoréme suit immeédiatement du 5-lemme et des deux cas
particuliers ci-dessus. O

Corollaire 3.1.10. “ Suppose que k est fini de caractéristique p, pour F €
Fais(X) localement constant constructible tel que pF = F on pose FP =
Homx (F,G,,), alors laccouplement

H (X, FP)x H¥"(X,F) — H2(X,G,,) ~ Q/Z

est parfait entre les groupes finis.

2Est-ce que l'assertion [19, MilneADT II.1.10(b)| est vraie? Je ne comprends pas la
derniére étape de la démonstration, comment on peut faire dévissage et se ramener aux
cas M = M' et M = 07? Soit 0 — M’ — M — M" — 0 est une suite exacte de G-
modules, et soit 0 — F' — F — F” — 0 la suite exacte de faisceaux sur u associée, la
suite 0 — j,.F' — j.F — j.F"” — 0 n’est plus exacte, on ne peut pas déduire la suite
longue de Ext’y.
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Démonstration. On va identifier les groupe H" (X, FP) et Exty(F,G,,).
Il y a une suite spectrale H" (X, Exts (F,G,,)) = Ext'{*(F,G,,) d’apres
104l D’apres LOI0 on a Exts (F,Gy)z = Ext®(Fz, RV) et

Exts (F, Gy )a = Ext®*(Fy, K**). La condition pF = F implique que p 1 [F4]
et p 1 [Fz], alors K®* est [Fg]-divisible et R™* est [Fz|-divisible d’aprés
le lemme de Hensel. Donc Ext5%(F,G,,) = 0 pour s > 1 (cf. [L2.6]) et
H"(X,FP) = H"(X,Homx(F,G,,)) ~ Ext'(F,G,,). O

3.2 Cohomologie globale

On introduit les notations suivantes dans cette section entiére.

Soit K un corps global. Si K est un corps de nombres, on note X le
spectre de 'anneau d’entiers de K. Si K est un corps de fonctions, on note
X T'unique courbe connexe compléte lisse sur k (le corps de constants de
K) de corps de fonctions K, dans ce cas k est algébrique clos dans K.

On note g : n = Spec(K) — X pour le point générique de X. Soient
j : U — X une immersion ouverte et i : X \ U — X une immersion fermée.

On pose U° = U\{n} = {point fermé de U} = {point fermé de X dans U},

Pour v € X, k(v) est le corps résiduel de groupe de Galois g, = Gal(k(v)*/k(v)),

O, est Panneau local en v, on pose K, = Frac(O") le corps de fractions
de T’hensélisation de O, et [A(v le corps local complet associé. On note
iy : Spec(k(v)) — X l'immersion fermée associée & un point fermé v. Pour
v € Ss une place archimédienne de K, on pose K, = R ou C. On note
toujours G, = Gal(K?/K,). Pour v une place non-archimédienne, on a un
diagramme commutatif

Spec(K,) — Spec(K) ,

l |

Spec(OF) ——— X

pour F € Fais(X) on note F, l'image inverse de F a Spec(K,). Pour une
place v de K et F € Fais(Spce(K,)) on pose H(K,,F) = H(G,, M)
o M est le G,-module discret associé a F (cf. [L9.6]), c’est-a-dire que
H"(K,,F) =0 pour v = C; H(K,,F) ~ H}G,, M) ou H3(G,, M) pour

v € S® si r est un entier pair ou impair.
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3.2.1 Cohomologie de G,,

Proposition 3.2.1. On pose S = (X \ U)||S«. Alors H'(U,G,,) =
(U, 0p)*, H'(U,G,,) = Pic(U) = Cls(K), la suite

0 — HX(U,G,) — @ Br(K,) *5" Q/Z — H(U,G,) — 0

veS

est exvacte et H" (U, G,,) = @, cqe H (Ko, Gy,) pour v > 4.

Démonstration. D’aprés[[.9.3(2) on a une suite exacte 0 — G,,, — ¢.G,, —
Divy = @, o tvxle — 0. D’apreés [I8, MilneEC II1.1.15], on sait que

s L Hs(stGm)a t=mn
(R g*Gm)t_{ HS(K”T G ), t=vel"°

qui est 0 pour s > 1 d’apreés le lemme 3. 1.3l Alors la suite spectrale de Leray

T.10.5] se donne un isomorphisme H" (U, g*Gmm) ~ H"(K,G,, k) pour tout

r > 0.

Comme 4,,Z a support dans {v}, on a H"(U, Divy) = @, o H’"(U i) =
Do H' (k(v), Z) d’apres[LI0T7(d). Notant que Br(K,) ~ Br(K,) ~ Q/Z
(cf. [19, MilneADT 1.A.2]) et k(v) est le corps résiduel de K, on a

H"(k(v),Z) = Z 0 Br(K,) ~Q/Z 0
r = 0 1 2 > 3.
La suite de cohomologie de la suite de diviseur se donne deux suites
exactes
0— H(U,Gy) » K" - @ Z— H'(U,G,) - H'(K,G,,) =
velU?
0 — H*(U,G,,) — Br(K) — @ Br(K,) — H*(U,G,,) — H*K,G,,) — 0
velo

et les isomorphismes H" (U, G,,) — H"(K,G,,) pour r > 4. On obtient donc
les valeurs de H(U,G,,) et H (U, G,,).

Notant que Br(K,) ~ Br(K,), il y a une suite exacte 0 — Br(K) —
Doexo|)s. Br(Ks) — Q/Z — 0 (cf. [36, TateGCFT] et [19, MilneADT

I.A] pour les corps de fonctions). Alors le lemme « ker-coker »3 appliqué a
Br(K) — @,cxo|) 5., Br(Ky) = @,cpo Br(K,) se donne une suite exacte

0 — H*(U,Gn) — @ Br(K,) 2" Q/Z — HYU,G,,) — H¥(K,G,,) —

veS

30n peut vérifier facilement que pour A ENy; A C, lasuite 0 — ker(f) — ker(gof) —
ker(g) — coker(f) — coker(go f) — coker(g) — 0 est exacte.
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On veut H"(K,G,,) ~ @,cqz H' (K, Gy,) pour 7 > 3, et toutes les
assertions restées en suivent. En effet, le théoréme 2.4.8(c) se donne le fait
que H (Gal(K*/K, MP)) ~ [],cox H (K,, MP) pour 7 > 3 et M fini, la
démonstration marche aussi pour M = Z (dans ce cas, S contient toutes les
places et M n’est pas de torsion, cf. [I9 MilneADT 1.4.21]), c’est exactement
que l'on veut. O

Remarque 3.2.2. 11 y a deux cas particuliers suivants.

(a)Si S contient au mois une place non-archimédienne, alors ) inv, :
@, Br(K,) — Q/Z est surjective, on a donc une suite exacte

0 — H*(U,G,,) — @ Br(K,) — Q/Z — 0,
veS
D,csx H'(K,,Gy,), >4 est un entier pair,
0, r = 3 est un entier impair,
un corps de nombres, et H"(U,G,,) = 0 pour r > 3 si K est un corps de
fonctions.

H"(U,G,,) = { si K est

(b)Si K est un corps de nombres totalement imaginaire, alors H(X,G,,) =
0, H3(X,G,,) = Q/Z et H'(X,G,,) pour r > 4.

3.2.2 Cohomologie a support compact

D’abord on va définir la cohomologie a support compact. Pour F € Fais(U)

on note C*(F) le complexe de Cech standard de F, i.e. C*(F)(V) = C*(V, F) =

lim , C*(V, F), c’est un préfaisceau sur Ue;. Dans notre cas, H"(C*(U, F)) =
H"™(U,F) (cf. [19, MilneADT I1.0.8]). Pour chaque v € X"| | S on a une
application f, : Spec(K,) — Spec(K) = n — U, on note F, = fIF
pour F € Fais(U). D’aprés [I8, MilneEC I11.2.6], prenant la limite on
sait que C*(K,,F,) s’identifie avec la résolution non homogeéne standard
C*(M,) de G,-module discret M, associé a F,. Pour v archimédienne on
pose S*(M,) = S*(K,,F,) la résolution standard compléte (indexée par Z)
de M,; pour v non-archimédienne on pose S*(M,) = S*(K,, F,) = C*(M,).
En tout cas, on a une application C*(M,) — S*(M,), composant avec
C*(U,F) — C*(M,) on trouve un morphisme de complexes u : C*(U, F) —
D..v S*(M,)® On pose C*(u) le cone de u, H.(U,F) = C*(u)[-1] et
HI(U,F)=H"(H.(U,F)) les groupes de cohomologie a support compact.

Proposition 3.2.3. (a)Pour F € Fais(U), il existe une suite exacte
= H/(U,F) = H'(U,F) - P H (K, F,) = H''U,F) — -
v¢U

4 On écrit v ¢ U pour v € (X \U)| | Seo
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(b)Pour 0 — F' — F — F" — 0 une suite exacte de faisceaux sur Ug, il
existe une suite exacte

= Hy(U,F') = H{(U,F) — H{(U,F") — H"\(U, F') —

(c)Soit i : Z — U une immersion fermée telle que n ¢ Z, pour F €
Fais(Z) on o HL(U,1.F) ~ H"(Z, F).

(d)Soit j : V. — U wune immersion ouverte, pour F € Fais(V) on a
HI(U, jF) ~ H:(V,F). Alors pour F € Fais(U) on a une suite exacte

> H(V,FIV) - HI(U,F) —» @ H (v, isF) - HT(V,FIV)---.
veU\V

(e)Soit m: U" — U un morphisme fini, alors pour F € Fais(U') on a un
isomorphisme H! (U, m,F) = HI(U', F).

Démonstration. (a)Par définition on a un triangle distingué C*(u)[—1] —
C*(U,F) =% D¢ 5°(M,) — C*(u), alors une suite exacte

= H/(U,F) - H'(U,F) - P H (K, F,) = H'(U,F) —
vgU

(b)On a un diagramme commutatif avec lignes exactes (comme 0 — F' —
F — F" — 0 est exacte, 0 — F, — F, — F] — 0 l'est car f est un
foncteur exact, notant que U et Spec(K,) sont toujours quasi-projectifs, cf.

les démonstrations de [I8, MilneEC I111.2.5 & 2.17])

0—— C*(U,F) C* (U, F) C* (U, F") ——0

L ! L

0— Der S (Ko, 7)) = D g S (Ko, Fo) = D gpy S (Ko, F)) — 0,

d’aprés la théorie d’algébre homologique on trouve automatiquement H.(U, F")[—1

H(U,F) — H(U,F) — H.(U,F") un triangle distingué, alors la suite

exacte
- — H[(U,F') — H{(U,F) = H,(U,F") — H" (U, F') —

(c)Comme n ¢ Z, (i,.F); = 0. Alors (i,.F), = 0 € Fais(Spec(K,))
pour tout v € X°| | S, H"(K,, (i+F),) = 0 pour tout r € Z. Notant que
supp(i,F) C Z d’aprés (a) et [LINT(d) on trouve H' (U, i, F) = H"(U,i,F) =
Hy(U, i, F) ~ H"(Z, F).

| —
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(d)Plus tard!

(e)Comme 7 : U' — U est fini, 7, est un foncteur exact, la suite spectrale
de Leray implique que H" (U, m.F) ~ H"(U', F) pour tout r (cf. [LO1(3) et
[LI0.5). On a le diagramme commutatif suivant

Spec(K!) ™ Spec(K,)

lfv |

U —=—U,

notant que 7 est fini, on vérifie facilement 7, f*F ~ fin.F, et de la méme
raison on a H'(K,, (m.F),) = H" (K, m.[FF) ~ H"(K!,F,) pour F €
Fais(U").

D’aprés (a), on a le diagramme commutatif suivant avec lignes exactes

— H (U, 7. F) = H(U,m.F) = @ o H (Ko, (M F)y) = HNU, w0, F) —

| | | |

— H (U, F)— H (U, F) —— Doy H (K}, Fy) — HT'(U', F) —

on trouve donc H.(U', F) ~ H. (U, 7.F) par 5-lemme.

(d)D’apres le lemme [3.2.4] suivant on a une suite exacte

= H'(UJF) - H'(V,F) —» @ H'(K,,F,) —
veU\V

Dans la démonstration du lemme [3.2.4] au niveau de complexes, on sait que

le cone de i3 : C*(U, i F) — C*(V, 5 F|V) = C*(V, F) est quasi-isomorphe a

D.conv C° (Ko, Fy) qui est le co-noyau de iy : D, g S (Ko, Fo) = Dy S (Ko, Fo),
ou méme le cone de 7;. Par définition on a un diagramme commutatif avec

lignes exactes (notant que (1), = F, pour v ¢ U et jF|V = F)

0= (Dogr S° (Ko, F0))[1] = C*(u(U, 1 F)) = C* (U, 5iF) =0,

[ b

OH<@1)¢V S.(vaj:v))[l]HC.(U(Va:’r))HC%Vv‘F)Ho

d’apres la théorie d’algébre homologique les cones d’applications verticales
forment un triangle distingué. On a déja vu que C*(i1) est quasi-isomorphe
a C*(is), alors C*(iy) est quasi-isomorphe a 0, donc H' (U, j;F) = H:(V, F).

Pour F € Fais(U),j:V — Ueti:U\V — U, on a une suite exacte
0 — jj*F - F — i,i* F — 0 d’aprés [LO8(5). L’assertion (b) se donne
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une suite exacte --- — HI(U,j(F|V)) — H (U, F) — HI(U,i.i*F) —
H (U, j)(F|V)) — -+, on sait que H'(U,1,0*F) ~ H" (U \ V,i*F) =~
D.cony H' (v, i7F) daprés (c) et le lemme 3.2.7 suivant, la preuve est com-
plete. [

Lemme 3.2.4. Pour F € Fais(V) on a une suite exacte

= H'(UjF) — H'(V,F) - @ H'(K,,F,) -
veU\V

Démonstration. Pour jiF € Fais(U) notant que (51 F)|V = F on a une
suite exacte

-+ = Hipy (U, 3 F) — H'(U, 51 F) — H' (V. F) —

d’apres[LI0T(f). D’apres [18, MilneEC I11.1.28] on a H! (U, j)F) ~ H!(U,, jiF)
pour v € U\ 'V, ot U, = Spec(O"). Comme O" est hensélien, H' (U,, jF) ~
HY(K,,F,) dapres le lemme suivant. Le lemme B.2.6] suivant dit que
HE\V(U, nF) = @UEU\V H] (U, 7sF). La preuve est alors compléte. O]

Lemme 3.2.5. On a un isomorphisme H'(U,, i) F) ~ H (K, F,) pour
veU\V et F € Fais(V).

Démonstration. On veut appliquer BTl On a un diagramme commutatif
suivant

Pour F € Fais(V), on vérifie facilement que F, = f*F = f*jF = ()F)e.
Maintenant on veut H" (U, o F) ~ HY(K,, F,), d’aprés BIIil suffit de
volr jv'f*j' - qufj']'— Or jv'f*j' = jv!(av Ojv)*j!f = ]v'];(a:j'f)7 d’aprés
CA.(5) il suffit de voir ¢y cia’ i F = 0ol ¢, : Spec(k(v)) — U, = Spec(OF)
est 'immersion fermée associée a v. D’apres [L9.1 et [L9.8(4), notant que
v € U\ V on vérifie que ¢ .ciajF est nul en tout fibre. O

Lemme 3.2.6. On a un isomorphisme H{]\V(U, JF) =~ @UeU\V HI (U, F).

Démonstration. On simplifie les notations, 1z : Z — X une immersion
fermée, dans notre cas X est de dimension 1, alors Z = {z1,...,2,} est un
ensemble fini de points fermés de X, on a un diagramme commutatif

24>X

AV
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pour chaque z € Z, on va montrer que Hy(X,F) ~ @, ., H (X, F) pour
F € Fais(X).

En effet, par définition H7 (X, —) (resp. H (X, —)) est les foncteurs déri-
vés de I'z(X, —) = I'(X,igiy—) (vesp. I'z(X,—) = (X, i.,i.—)). Alors il
suffit de voir que iz*i!zf ~ @ZEZ iz*iif, or ce n’est pas difficile de le vérifier
notant que dans notre cas ¢, est une immersion fermée et une immersion
ouverte a la fois. O

Lemme 3.2.7. On a un isomorphisme H"(U\V, " F) = @, cpny H' (v, i7F).

Démonstration. Dans notre situation Z = U\ V = {vy,...,v,} est un
ensemble fini de points fermés de U. D’aprés le diagramme commutatif

7——X

T%/
Spec(k(v))
on se rameéne a montrer H"(Z,G) ~ @, ., H" (v,7,;G) pour G € Fais(Z).
On sait que @,., H(Z,G) = Hy(Z,G) = H"(Z,G) (de la méme méthode
que B.2.0), et que H" (v, v:G) = H}(Z, 7,7 G) d’apres [LI0.7)(d), alors on se
rameéne a montrer H)(Z,G) = H! (Z,7,:7.G).

On pose 9, : Z \ {v} — Z 'immersion ouverte associée a v. On sait que
H!(Z,—) sont les foncteurs deérivés de I'y(Z, —) = ['(Z, ker(— — ,.i—))
(cf. LIO8(5)). Comme supp(yu:7,G) € {v}, Hy(Z,70:7,G) = H'(Z,70:7,9)-
Comme 7, est une immersion fermée et ouverte a la fois dans notre situation,
le foncteur v,.7; est exact et il préserve faisceaux injectifs, alors les fonc-
teurs H!(Z,vp7:—) sont foncteurs dérivés de I'(Z,v,.vi—). Finalement,
notant que 1, est une immersion fermée et ouverte a la fois, on vérifie que
U(Z, %s7:G) = ker(G — ¥y0G), qui compléte la preuve. O

Remarque 3.2.8. En cas ou K est un corps de fonctions, X est propre,
d’apres B23(a,d) pour F € Fais(U) on a HI(U,F) ~ HI(X,jF) ~
H"(X, jF), c’est-a~dire que la cohomologie & support compact définie au
début de cette sous-section est équivalente a la définition classique de la
cohomologie & support compact (i.e. prenant une compactification de Na-
gata (cf. [18, MilneEC III.1.29])). Mais en cas d’'un corps de nombres, les
groupes H (U, F) ne sont pas les mémes que ceux classiques, mais ils sont
les groupes qui fourniront la dualité parfaite.

Pour les groupes de cohomologie & support compact, on a aussi la suite
exacte longue, alors, de la méme facon que celle de la définition de ’accou-
plement de Yoneda de Ext (cf. la section [[2)), pour F,F € Fais(U), il
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existe un accouplement canonique
Extl,(F,F") x H}(U,F) — H. (U, F').

Pour l'accouplement de faisceaux F x F' — F” sur U, l'accouplement
cup-produit standard S*(K,,F,) x S*(K,, F,) — S*(K,, F!) induit l'ac-
couplement cup-produit

H (U, F) x H (U, F') — H™(U, F").
Par définition, le diagramme suivant est commutatif

H"(U, Homy (F, F')) x HU,F)— H (U, F)

| | |

Eaxt] (F,F') x HiU,F)— H(U,F")

(cf. la fin de la section [[2 et de la section [LT0).

3.2.3 Cohomologie de G,, & support compact

Proposition 3.2.9. Les notations sont comme souvent. On a H*(U,G,,) =
0, H3(U,G,,) ~ Q/Z et H7(U,G,,) = 0 pour r > 4.

Démonstration. D’aprésB.23)(a), avec le théoréme de Hilbert 90, le fait que
scd(Gal(K/K,)) = 2 (cf.[L5) et le fait que H"(R, G,,,) = 0 pour r impair,
on a les suites exactes 0 — H2(U,G,,) — H*(U,G,,) — D, Br(K,) —
H}(U,G,,) — H*U,G,) — 0e 0 - H*({UG,,) — H*(U,G,) —
D,esx H(K,,Gy) — HZ YU, G,,) — H* YU, G,,) — 0 pour r > 2.
Si U € X, alors B2 et B2Z2((a) se donne l'assertion on veut. Le lemme
prochain implique que les H.(U,G,,) ne changent pas si I'on remplace U
par V C U sir > 2 d’apres B.2.3 O

Lemme 3.2.10. Soit i : Z — U une immersion fermée telle que n ¢ Z,
alors H"(Z,i*G,,) = 0 pour r > 1.

Démonstration. D’aprés le lemme B2 H™(Z,i*Gp) = @, H' (v,13Gpy),
on se rameéne au cas ol Z contient seulement un point fermé v. Mainte-
nant i*G,, est associé au g,-module discret O}, ou g, = Gal(K}"/K,) =
Gal(k(v)®/k(v)) (cf. [LO.4). Alors H(Z,1*G,,) = H"(gy, O}). Comme la
suite exacte 0 — Oy — K™ 27 — 0 de gy-modules est scindée,
H"(gy, O) est un facteur direct de H"(g,, K]™*) qui est nul pour r > 1
(notant que Hilbert 90, scd(g,) = 2 et Br(K:/K}") =0 cf. [19, MilneADT
L.A.2]). O
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Remarque 3.2.11. En cas de corps de nombres, B.2.1] et B.2.3|(a) se donne
une suite exacte

0 — HY(X,G,) - Ox — P K;/K;* - H\(X,Gy) — CUK) — 0.
veSk
En particulier, H)(X,G,,) ~ {a € OF;a, > 0 pour tout v réelle} les unités
totalement positives de K.
On a aussi H}(X,G,,) ~ I(Ok)/{(a);a € K*, a, > 0 pour tout v réelle}

le « narrow class group ». En effet, de la suite exacte 0 — G,, x — ¢.G,, x —
D, cxoivZ — 0 (cf. [L9.3(2)), on trouve d’apres B.2.3(b,c) une suite exacte

H)(X, 9.Gy) — H/(X, @ in.Z) = P Z — HIX,Gy) - H(X, 9.G,).
veX0 veX0

La proposition B.2.3|(a) se donne une suite exacte (par calculer les fibres, on

peut vérifier que (¢:G,,)» = G)

0— HYX,9.G,) — H'(X,3.G,,) = K* —
@’UESR HO(KU7Gm) = @vGSR K:/K;‘Z - HC1<X7 g*Gm) - H1<X7 g*Gm)

On sait que H'(X, ¢.G,,) = 0 (cf. la démonstration de la proposition B.2.1]).
On trouve donc

HY(X, 9.G,,) = {I’élément totalement positif de K*}, H} (X, ¢.G,,) =0

et H(X,Gy) ~ @, xo Z/{'élément totalement positif de K*} est exacte-
ment le « narrow class group » de K.

3.2.4 Cohomologie de faisceaux localement constants

Soit U un ouvert affind® non-vide de X, on pose S = (X \ U)| | Ss un
ensemble fini de places de K. En cas de corps de fonctions, la condition U
est affine est équivalente & dire que U # X d’aprés le théoréme de Riemann-
Roch, i.e. S contient au mois qu'une place non-archimédienne.

On note 7 le point générique de U (ou de X)), K le corps résiduel de U
(ou de X) en n, alors m (U, 1) = Gal(Ks/K) = Gg (cf. [18, MilneEC 1.5.2]).
On sait que U = Spec(Ok s) (cf. la section 2.4 pour les notations), et on
note U = Spec(Og) ou Og est la cloture intégrale de OKS dans KS, c’est
le revétement universel de U, alors Gg = m (U, 77) = AutUU et 7T1(U) = 1.
Le foncteur F +— F; se donne une équivalence de la catégorie de faisceaux

localement constants de fibres finies sur Uy vers la catégorie de Gg-modules
finis discrets (cf. ou [18, MilneEC 1.5.2(b)]).

Seulement dans cette sous-section, on suppose que U est un ouvert affine, lorsque on
voit « U un ouvert » c’est-a-dire que U est un ouvert arbitraire non-vide de X.
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Proposition 3.2.12. Soit F € Fais(U) localement constant constructible
avec U un ouwvert affine de X, on pose M = Fy, alors le groupe H"(U,F)
est de torsion pour r > 0, et H" (U, F)(l) = H"(Ggs, M)(l) pour tout r sil
est inversible sur U ou |l = car(K).

Démonstration. On a la suite spectrale de Hochschild-Serre
H"(Gg, H (U, F|U)) = H™*(U, F) cf. [I03 Evidemment, H(U, F) est
fini car F est constructible. D’aprés la suite spectrale ci-dessus, pour H (U, F)
étant de torsion il suffit de montrer que H*(U, F|U) est de torsion pour s >
1. Pour la derniére assertion, on a besoin de montrer que H(U, F|U) = M
et H5(U, F|U)(I) = 0 pour s > 1 si [ est inversible sur U ou | = car(K).

On sait que F |U est constant car F est localement constant et U est le
revétement universel de U, alors H'(U, F|U) = M et H*(U,F|U) est de
torsion pour tout s.

Il y a deux cas a considérer, (\)F|U = Z/IZ avec | inversible sur U;
(i) F|U = Z/pZ avec p = car(K) ou K est un corps de fonctions.

D’abord, d’apreés [18, MilneEC I11.4.7,4.8 et la discusion aprés 4.2] on
trouve que HY(U, F|U) ~ Homys(m (U), F(U)) = 0. Alors on suppose
s > 2 d’ici a la fin de la démonstration.

(\)F|U = Z/IZ avec | inversible sur U = Spec(Ok.s). Comme [ est inver-
sible, Og contient les racines "¢ d’'unité, Z/IZ ~ u; dans Fais(U). On a la
suite exacte de Kummer 0 — Z/IZ = 1y — G, L G, — 0 dans Fais(U),
d’ott les suites exactes 0 = H(U, Z/ZZ) — Hl(U Gn) & HYU,G,,) —
HZ(U Z/ZZ) — HQ(U Gn)i—0et - — H’"(U Gn) — HWU,Z/1Z) —
H™Y(U,G,,) — -+ pour r > 2.

Pour un revétement V; — U étale fini de U, V; est aussi affine et V; =
Spec(Ok, s) ou K; est le corps de fonctions de Vi, on a H'(V;,G,,) =
Pic(Spec(Ok, s)) dapresB.2Il Comme U = lim Vi, H'(U, G,,) =~ lim H'(V;, G,,)
d’apres [L10.2

Si K est un corps de nombres, Pic(Spec(Ok, s)) = Clg(K;) est fini, si K
est un corps de fonctions, V; est affine dans notre cas, le groupe de Picard est
aussi fini, alors H'(U,G,,) est de torsion. L’injectivité de [ : H (U, G,,) —
H'Y(U,G,,) implique que H'(U, G,,)(l) = 0, alors H*(U,Z/IZ) — H*(U,G,,)
est injective car H*(U,Z/IZ) est de I-torsion.

Maintenant, on va montrer que H2(U,Gy,)(1) = 0.

On prend L une extension finie de K dans Kg telle que L O py(K?®).
D’apres B.2.2(a) on a une suite exacte 0 — Br(Ors) — @ es, Br(Lw) —
Q/Z — 0 ou Br(Or5) = H*(Spec(Ops),G,,) (pour le cas K un corps de
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nombres et U = X affine, le fait que [ est inversible sur U implique que
[ =1, rien & montrer). On a les diagrammes commutatifs

0— Br(Or,s) H@wesL Br(Ly) Br(Lw)i% Q/z
1 { | Res l[LZU L]
0— BT(OL/,S) e ®w’eSL/ BT’(LQU/) B’["(L;U,) —)Q/Z

pour L' une extension finie de L. Alors a € Br(Opg), devient 0 dans
Br(Opg) sil | [Ll, : Ly] pour chaque w’ € Sp,. On note H le corps
de classes de Hilbert de L, alors pour w € Sy un idéal de Op, wOp est
un idéal premier principal engendré par ¢, € Op (cf. [I, Artin-Tate| ¢a
marche aussi pour un corps de fonctions car le groupe des classes est fini
d’aprés la condition que U est affine). On pose L' = H(C%U/l,w € Sp), alors
L’ est une extension finie de L dans Kg et L], D Hw(cgu/l) D H, D L,.
Notant que H est non-ramifiée en w sur L, X' — ¢, € H,[X] est un po-
lynome d’Eisenstein de degré [, alors [ | [Hw(c%u/ Nl | L, : Ly). Alors
a € Br(Ops); devient 0 dans Br(Op.s), lim Br(Ops); = 0 ou L cou-
rant les extensions (galoisiennes) finies de K dans Kg. Du méme argument,
lim BT(OLLQ)N = 0 pour tout ¢ > 1, et alors lim BT(OE,S)(Z) = 0 D’apreés
[LI02 H*(U,Gy,)(1) = lim, Br(Ops)(1) = 0, donc H*(U,Z/IZ) = 0.

D’apresB.2.2(a), H" (Spec(Ors),G,,) = 0 pour r > 3 (on peut prendre L
totalement imaginaire), alors H™ (U, G,,)(I) = 0 pour r > 3 d’apres [LI02

De la suite exacte longue au début de la démonstration, on a
0— H'(U,G,,)Y — H*YU,Z/1Z) — H*(U,G,,); — 0 pour r > 2,
d’apres les discussions ci-dessus H"(U,G,,)® = 0 (pour r = 2, notant
que H(U,G,,)(1) = 0 et que H2(U,G,,) est de torsion car dans notre cas
Br(Ors) € @,es, Br(Ly) est de torsion, H2(U,G,,) = lim Br(Of,s)) et
H™ YU, G,,), = 0 pour r > 2, donc H™(U,Z/IZ) = 0 pour r > 2.

(il) F|U = Z/pZ et p = car(K) ot K est un corps de fonctions. On sait que
Hr(ﬁét, Op) ~ H’"(ﬁZaT, Op) = 0 pour r > 1, ot la premiére égalité vient
de[LT0.6 et la seconde égalité est clair au niveau fini d’aprés [13, Hartshorne
I11.3.5], ensuite on prend la limite (cf. [[10.2). De la suite de cohomologie
associée a la suite d’Artin-Schreier 0 — Z/pZ — Oy — O — 0 (cf. [L33),

on trouve H’“([?,Z/pZ) =0 pour r > 2. ]

Remarque 3.2.13. La proposition précédente est vraie aussi pour F = Z,
i.e. H"(U,Z) est de torsion pour r > 1 et H"(U,Z)(l) = H"(Gs,Z)(l) pour
tout r et [ satisfaisant les condition dans la proposition.

En effet, on a besoin de voir que H S(ﬁ ,Z) est de torsion pour s > 1 et
H*(U,Z)(l) = 0 pour s > 1. La premiére assertion vient du lemme B2.14]
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suivant pour niveaux finis, et on prend la limite. On a une suite exacte
. — H"(U,Z)1Z) — H™(U,Z) - H™(U,Z) — -+ pour r > 1, dont
tous les groupes sont de torsion, alors la suite
- H"(U,Z)1Z)(1) — H™Y(U,Z)(1) 5 H™+Y(U,Z)(1) — --- est exacte

pour r > 1. On a vu que H”"((?,Z/lZ)(l) = 0 d’aprés la proposition, alors
H™ YU, 7)(1) 4 HT+1((:],Z)(Z) — -+ est injective, H™ (U, Z)(1) = 0 pour
r > 1. On sait que H'(U,Z) = Homs(m1(U),Z) = 0 car 7 est un groupe
profini.

Lemme 3.2.14. Soit Y un schéma normal noetherien, pour F € Fais(Y)
constant, alors H' (Y, F) est de torsion pour r > 1, c¢’est 0 si F est unique-
ment divisible.

Démonstration. On peut supposer que Y est connexe, on pose g : 1 — Y
le point générique, alors g,g*F ~ F car F est constant (cf. [I8, MilneEC
I1.3.7]), et les fibres de R"g.(¢g*F) sont les cohomologies galoisiennes (cf.
[18, MilneEC II1.1.15]) ce sont de torsion pour r > 1. Si F est uniquement
divisible, alors n : F — F est un isomorphisme, alors n : R"g.(¢*F) —
R"g.(g*F) est un isomorphisme pour tout n, on a donc R"g.(¢*F) = 0. pour
r > 1. La suite spectrale de Leray [LI0.5 H" (Y, R*g.(9*F)) = H"™*(n, g* F)
implique que H" (Y, g.g*F = F) ~ H"(n,g*F) = 0 pour r > 1 car g*F est
aussi uniquement divisible.

Maintenant, F est constant, pour montrer que H"(Y,F) est de torsion
pour r > 1, on peut supposer que F est sans torsion. La suite de cohomologie
associée a la suite exacte 0 - F — FR®Q — F ® Q/F — 0 se donne
une surjection H" 1 (Y, F @ Q/F) — H"(Y,F) pour r > 1 car F ® Q est
uniquement divisible. On sait que H" (Y, F ® Q/F) est de torsion car

F ® Q/F est de torsion, alors H"(Y, F) est de torsion pour r > 1. O
Corollaire 3.2.15. Soit U un ouvert affine de X, on pose S = (X \
U)| S # 0.

(a)Pour v <0 on a H(U,Z) ~ @, g H (K, Z), en particulier
H(U,Z) =0 sir <0 est impair.
(b)Il existe une suite exacte
0— H)U,Z) — Z — @ H(K,,Z) — H\(X,Z) — 0.
veS
Si S contient au moins une place non-archimédienne, alors HY(U,Z) = 0.
(c)Il existe une suite exacte

0— H(U,Z) — H*(U,Z) —» P H*(K,,Z) — H}(U,Z) — H*(U,Z) — 0.

veS
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Pour [ inversible sur U oul = car(K) # 0, on a une suite exacte

0 — HX(U,Z)(I) — H*(Gs,Z)(1) — @, H(K,,Z)(l) —

veS
H3(U,Z)(I) — H3(Ggs,Z)(1) — 0.
(d)Pour r >4, HI(U,Z) = 0.

Démonstration. On a une suite exacte

- — H/(U,Z) — H'(U,Z) > @ H" (K., Z) — - --

vES

d’apres B.2.3[(a).

(a)Pour r < 0, H"(U,Z) = 0 alors H(U,Z) ~ @,.sH ' (K,,Z) =
D,csz H (K, Z). Sir est impair, on sait que H" (R, Z) = 0.

(b)On sait queHY(U,Z) = Z et HY(U,Z) = Home(m (U, 7),Z) = 0 (cf.
la, démonstration de B:2.12)). Alors on trouve

0— H)U,Z) - Z — @ H(K,,Z) — H\(U,Z) — 0.

vES

Si S contient au moins une place non-archimédienne, Z — @, 4 H*(K,, Z)
est injective, alors H?(U,Z) = 0

(c)On sait que, en tout cas, H(K,,Z) = H*(K,,Z) = 0(notant que
scd(Gal(K:/K,)) = 2 pour v non-archimédienne avec périodicité pour v
archimédienne), alors la premiére suite exacte d’assertion en suit. Pour [
inversible sur U ou | = car(K) # 0, d’aprés B.2.13] on identifie H" (U, Z)(l)
avec H"(Gg,Z)(l) pour r > 1.

(d)Pour r > 4, le groupe H"(K,,7Z) disparait si v est non-archimédienne
car scd(Gal(K:/K,)) = 2 (cf. [L54). On sait que H!(U,Z) est de torsion
pour r > 4 d’aprés B.2.13] et la suite au début de cette démonstration. Si [
est inversible sur U, on considére le diagramme commutatif

HYGs,Q/Z) — D pege H 1 (K,,Q/Z) .

~ ~

H" (Gs,Z) —— P sz H' (K, Z)

D’apres 224.8[(¢), la partie [-primaire de la premiére ligne du diagramme ci-
dessus est un isomorphisme car (Q/Z)(l) est une limite de Gg-modules tri-
viaux finis de [-torsion, alors on trouve H"(G'g, Z)(l) ~ @, cqx H" (Kv, Z)(1)

pour 7 > 4. On sait que @, g H*(K,,Z) = 0 (cf. (c) ci-dessus), on identifie
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H"(Gg,Z)(l) avec H"(U,Z)(l) d’aprés B.213] alors H.(U,Z)(l) = 0 pour
r > 4 et [ inversible sur U.

Pour V' C U un autre ouvert et v € U\ V, H"(v,i;F) = 0 pour F €
Fais(U) et v > 3 car scd(Gal(k(v)®/k(v))) = 2 (cf. [L54), alors B:23(d)
implique que H.(V,7Z) = H(U,Z) pour r > 4. Alors si K est un corps de
nombres, pour chaque nombre premier [, on prend V assez petit tel que [
soit inversible sur V, on a 0 = H.(V,Z)(l) = H.(U,Z)(l) pour r > 4, alors
H(U,Z) = 0 pour r > 4.

La situation reste & montrer est que K est un corps de fonction de
caractéristique p # 0, on veut H](U,Z)(p) = 0. Maintenant U est af-
fine, la suite d’Artin-Schreier se donne le fait que H"(U,Z/pZ) = 0 pour
r > 2 (cf. la fin de la démonstration de B.2.12)). Alors la suite de coho-
mologie associée & 0 — Z = Z — Z/pZ — 0 se donne une injection
H"(U,7) R H™(U,Z) pour r > 3. D’aprés B.2I3, H"(U,Z) est torsion,
alors H"(U,Z)(p) = 0 pour r > 3. La suite au début de cette démonstration
et le fait que scd(Gal(K:/K,)) = 2 impliquent que H.(U,Z) ~ H"(U,Z)
pour r > 4, la preuve est alors compléte. [

Remarque 3.2.16. Conjecturement, scd;(Gg) = 2 pour [ inversible sur U, si
c’est vrai, on a une surjection @, ¢ H*(K,,Z)(1) - H2(U,Z)(1).

3.2.5 Caractéristique d’Euler-Poincaré

Soit U un ouvert de X, et soit F € Fais(U) constructible tel qu’il existe
un entier m satisfaisant mF = 0 et m inversible sur U. Alors les groupes
H"™(U,F) et HZ(U,F) sont finis (cf. la démonstration du théoréme suivant).
On définit
[HOWU, F)] - [H*(U, F)]

[HY (U, F)] - [H3(U, F))

x(U,F) =
et
[H (U, F)] - [HZ(U, F)
[H(U, F)] - [H2(U, F)]
On fait attention que c’est possible que H! ou H" est non-nul pour r #
0,1,2,3, alors x et x. ne sont pas additives en F.

Xc(U7 ]:) =

Théoréme 3.2.17. Pour un faisceau constructible F € Fais(U) tel que
mJF = 0 pour un certain m inversible sur U, alors

(a)les groupes H" (U, F) sont finis et

B [F(K,)]
XU, F) = 1] [HY(K,, F)] - |[F(K*)]],

VESeo
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(notant que F(K?®) = F5 = F(K3)),
(b)les groupes HL(U,F) sont finis et

XU, F) = ] [F(K,)]

UGSoo
(notant que F(K,) = H(G,, Fy)).

Démonstration. (a)On choisit un ouvert affine V- C U tel que F|V soit
localement constant (cf. [LO9T3]), d’aprés H" (V,F|V) ~ H" (Gg, M)
ou M = Fret §=(X\V)Sx. Daprés et 24200 H"(V, F|V)

sont finis et x(V, F|V) - [H*(Gg,M)] = x(Gs, M) = T,eq. [HT[(E#M)] =

[Toes. % Le théoreme2Z.48(c) implique que H*(Gs, M) ~ [],cq H* (K, M)
et on sait que [H*(K,, M)] = [H°(K,, M)] pour v € S¥ par périodicité, alors
Iassertion pour la paire (V, F|V) est prouvée.

On va montrer x(U,F) = x(V,F|V) et voir la finitude de H"(U,F).

D’apres [LTO7(f) on a une suite exacte
= Hiny (U, F) — H'(U,F) — H(V,F|V) —

D’aprés la démonstration du lemme et [I8, MilneEC II1.1.28], on a
Hiy (U, F) = Doepny Hi(Us, F) ot U, = Spec(OF). Alors x(UF) =

x(V, FIV)- HUEU\V Xo(Uy, F) car HY(V, F|V) = 0et H:(U,, F) = 0 d’apres
le théoréme B9l D’aprés [LTO7(f), on a une autre suite exacte

-~ — H(U,,F) — H"(U,,F) — H"(Spec(K,),F) — - -

pour chaque v € U\ 'V, alors x,(U,, F) = x(Uy, F)x(Spec(K,), F)~! car
H='(Spec(K,),F) =0 et H}U,,F) = 0. On sait que H"(Spec(K,),F) =
H"(G,,F;), alors implique que y(Spec(K,),F) = 1. La proposition
BITi(b) dit que H"(U,,F) ~ H"(v,F) = H"(g,, Fs), alors x(U,, F) = 1
d’aprés |28, SerreCorpsLoc II1.1]. Donc x (U, F) = x(V, F|V) et la finitude
des H" (U, F) est claire d’aprés les suites exactes précédentes.

(b)D’apres B.2.3[(d) on a une suite exacte

= H{(v,FIV) = HI(U,F) —» € H'(v,iyF) — -+,

veU\V

on a déja vu x(v,i:F) = 1, alors la suite se donne une égalité x.(U, F) =
Xe(V,F|V) car H Y (v,i*F) = 0 pour v € U\ V et H*(v,i*F) = 0 car
scd(Gal(k(v)®/k(v))) = 2 (cf. [C54]). Alors on peut supposer que U C X est
un ouvert affine et que F est localement constant. D’aprés B.2.3)(a), la suite
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0 = [lgy H WKy F) — H(U,F) — H(U,F) = [0 H(Ks, F) —

. H3(U F) — HU,F) = [lyev H (K, F) — 0 est exacte, ou la
surjectivité de la derniére application vient du théoréme 224.8|(c) et B
Pour v € Sy, H'(K,,F;) = Hp(Gy, F;) sont de méme ordre pour tout
r d’aprés périodicité, on sait aussi que H"(K,,F) = H"(G,, F;). Pour v
non-archimédienne, on sait que scd(G,) = 2. D’aprés le calcul facile de la
suite ci-dessus, on trouve la formule

xe(U, F) = x < ] x, 77 x ] 1H (K., F)].

veX\U UISICISS

Le théoréme implique que x(K,,F) = |[[F(K?)]|, pour v € X, on a

XU, F) = T F(K)] < [T IF &L

VESoo vgU

d’apres (a). Or le théoréme dit que x(K,,F) = |[F;]|o pour v € U,
alors la formule de produit implique [], 4 |[F5]le = 1, donc x(U, F) =
HvESoo [f(Kv)] ]

Remarque 3.2.18. Avec toutes les hypothéses du théoréme. On va montrer
le théoréme d’Artin-Verdier, qui dit que pour F € Fais(U) localement
constant, H"(U, F) et H>™"(U, FP) sont duaux ou FP = Homy(F,G,),
alors il faut avoir x (U, F)x.(U, FP) = 1. On pose M = F; alors (FP); =
Hom(M,K**) = MP d’aprés [LOI0 Or le théoréme se donne la formule

HO(G,, M)|[H*(G,, MP
11 [H°( )I[H( )]

X(U, F)x(U, FP) = M [HO(K,, M)]

=1

VESeo

d’apres le théoréme . Notre résultats sont compatibles.

3.3 Théoréme d’Artin-Verdier

3.3.1 Théoréme d’Artin-Verdier

D’apreés la proposition B.2.9, on a H2(U,G,,) ~ Q/Z pour un ouvert U
de X, d’aprés la démonstration de 3.2.9) pour V' C U on a un diagramme
commutatif

H(V,Gp) = Q/Z

| |
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pour v ¢ U on a un diagramme commutatif

Br(K,) ™ Q/Z

| |

H3}U,G,,) — Q/Z.
On a un accouplement
Exty(F,Gp) x H (U, F) — H}(U,Gy,) ~ Q/Z,
et on pose
o (U, F): Exty(F,G,,) — H (U, F)*
(cf. la fin de la sous-section B.2.2]).

Théoréme 3.3.1 (Artin-Verdier). “ Soit F un faisceau constructible sur
Ug, alors l'accouplement

Ext}(F,G,,) x H¥"(U,F) — H}(U,G,,) ~ Q/Z
est un accouplement parfait de groupes finis pour tout r € Z.

On remarque que si F est sans car(K)-torsion, d’aprés B.2.3(a) et 2.2.4]
HI(U,F)et H" (U, F) sont différents au plus des groupes finis, alors H" (U, F)
est aussi fini.

Corollaire 3.3.2. Pour F € Fais(U), j: U — X et un nombre premier,
on a un accouplement parfait de groupes finis

Bty (F,Gn) (1) x H* ™" (X, )1 F)(1) = H (X, jiGm) (1) = (Q/Z)(1) = Qu/Z
sauf que le cas | = 2 lorsque K un corps de nombres avec places réelles.

Démonstration. D’aprésB2Z3lon a HY (U, F) ~ H.(X, F) pour F € Fais(U).
La proposition B.2:3|(a) dit que la différence entre H! (X, jiF) et H" (X, jiF)
est au plus des groupes finis de 2-torsion, les deux groupes sont le méme si K
n’a pas de places réelles, alors I'assertion suit du théoréme d’Artin-Verdier

B.3.11 O

Corollaire 3.3.3. Soit F un faisceau localement constant constructible sur
Ug tel que mF = 0 pour un certain m inversible sur U, on pose FP =
Homy(F,G,,) € Fais(U), alors on a un accouplement parfait de groupes
finis

H"(U,FP) x HX"(U,F) — H3(U,G,,) ~ Q/Z

pour tout r € 7.

SPour les résultats sur les faisceaux qui ne sont pas de torsion, on référe a [6, Denin-
ger1986].
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Démonstration. On va identifier les groupes Exty(F,G,,) et H" (U, FP),
alors il en suit I’assertion d’aprés le théoréme d’Artin-Verdier. D’aprés[T.10.4]
on a une suite spectrale

H" (U, Ext}(F,Gp)) = Ext];*(F,G,,).
On sait que pour F localement constant,

Ext®(Fs, K°*), v =mn;

Exti (F,Gp)s = Ext’(Fs, Gpg) = { Exts(F,, O™, v est un point fermé.

(cf. [L9I0). Or F; est tué par m inversible sur U, O} est m-divisible
d’apres le lemme de Hensel, K** est aussi m-divisible. Les Ext® sont nuls
pour s > 1, alors Extl,(F,G,,) = H" (U, FP). O

Remarque 3.3.4. Pour F € Fais(U) constructible, on peut définir FP =
RHomx(F,G,,) un objet de la catégorie dérivée de Fais(U), satisfaisant le
méme accouplement parfait, et lorsque F est localement constant construc-
tible FP est le méme que le faisceau FP dans le corollaire B.3.3] (cf. [19,
MilneADT I1.3.3]).

3.3.2 Démonstration du théoréme principal

La démonstration du théoréme d’Artin-Verdier est longue, mais pas trés
difficile. D’abord, on se raméne au cas simple, il y a quelques étapes, grosso
modo,

(i)on pauvre le théoréme en supposant que supp(F) est fini,

(ii)on peut remplacer U par un ouvert V' plus petit, alors on peut supposer
que F est localement constant constructible, et mJF = 0 avec m inversible
sur V' (sauf que le cas K est un corps de fonctions de caractéristique p et
m est une puissance de p),

(iii)on peut remplacer U par un revétement étale fini U’ de U, alors on
peut supposer que JF est un faisceau constant constructible et que K est
totalement imaginaire.

Ensuite, on développe une machine pour récurrence, et montre que les
groupes considérés disparaissent pour indices assez grands.

Enfin, appliquant la formule de caractéristique d’Euler-Poincaré on vérifie
le théoréme pour un faisceau constant constructible. Afin de completer la
preuve, on applique la théorie d’Artin-Schreier pour le cas supplémentaire
de corps de fonctions.

Toutes les notations sont les mémes que celles dans les sections précé-
dentes.
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Lemme 3.3.5. Le théoreme [3.31] est vrai pour F € Fais(U) de support
dans un fermé propre de U.

Démonstration. On pose Z = supp(F) = {v1,...,vs} T U et iy : vy — U
I'immersion fermée associée, alors F ~ i1, 0] F @ - - - @ 1505 F, on peut donc
supposer que Z = {v} contient seulement un point fermé de U, et F est de
la forme i,.F ou i =i, et F € Fais(v) La suite exacte 0 — G,, — ¢.G,, —
DB.cvo tusZ — 0 (cf. [LI3(2)) se donne une suite de cohomologie

+ — Bty (i, F,Gp) — Eaty(i.F, 9.Gn) — @) Eat (i F,iwZ) — -

uelU0

On sait que R°¢,G,, = 0 pour s > 1 (cf. la démonstration de la pro-
position B.2.1]). Notant que g. a un foncteur adjoint & gauche ¢g* qui est
exact, alors g, est exact a gauche et il préserve objets injectifs, la méme
preuve que [LT0.7(b) se donne une suite spectrale Ext], (i.F, R°¢.G,,) =
Ext;™((i.F) 0, Gn), alors Ext)(inF, 9.Gy) = Ext) ((i.F)|n, G,n) = 0 car
(i+F)|n = 0. D’apres [LI07(c), on a Ext](i.F,iwZ) ~ Extl (i%i.F,7) =
0, u F# v,
Ext! (F,Z), u=w.
Ext] (i.F, G,,) pour tout r. On pose M le g,-module discret associé a F (cf.
[LI.4), alors Ext), " (F,Z) ~ Exty '(M,Z) et H}7"(U,i.F) ~ H* " (v, F)
H3"(g,, M) d’apreés B.2.3(c), on trouve le diagramme commutatif

Alors la suite ci-dessus se donne Ext" (F Z) ~

Exty (i, F,G,,) x H>"(U,i,.F)— H}U,G,,) —Q/Z .

I H H

Extgv_l(M,Z) X H3_T(gv,M)HH2(gU,Z)i>Q/Z

Le exemple 2.T.4] dit que la deuxiéme ligne est un accouplement parfait de
groupes finis, alors il en suit ’assertion. O

~

Remarque 3.3.6. Dans la démonstration, on a vu que Ext' 'Y(F,Z) —
Ext] (i, F,Gy,) pour tout r. En effet, de la méme fagon, on trouve un
isomorphisme Ext}, *(F,Z) = Ext}(iz.F,G,,) pour iz : Z — U une im-
mersion fermée telle que n ¢ Z.

Lemme 3.3.7. Si F € Fais(U) est constructible, alors H.(U, F) est fini
pour tout r.

Démonstration. Si K est un corps de nombres, on prend V un ouvert de U
tel que F|V soit localement constant, et tel que mF = 0 avec un certain m
inversible sur V. On pose i : Z = U \V — U et j : V — U les immersions
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associées, et on note S = (X \ V)| |S«. Dapres B212 H"(V,F|V) =~
H"(Gg, M) ou M = Fj, c’est un groupe fini d’apreés 2.4.121 La proposition
323(a) dit que la différence entre H"(V, F|V) et HL(V,F|V) est au plus
des groupes finis d’aprés 2224 et La proposition dit aussi que
la différence entre H(V,F|V) et HL(U,F) est au plus des groupes finis
d’apres 214l Alors HI(U,F) est fini pour tout r et tout F € Fais(U)
constructible.

Si K est un corps de fonctions de caractéristique p, d’aprés la méme fa-
¢on comme ci-dessus, il reste du cas ot F est de p-torsion. Heureusement,
il y a un résultat plus général. Maintenant, on pose j : U — X, d’aprés
la remarque HI(U,F) ~ H"(X,5F), on sait que jiF est construc-
tible (notant que jiF =~ j,j*j.F est un sous-faisceau de j,F (cf. [LOT2(1,2)
et [LI8(5))), alors [I8, MilneEC VI.2.8[2 implique que H"(X,jiF) est un
groupe fini car X est propre. O

Lemme 3.3.8. Soit 0 — F' — F — F" — 0 une suite exacte de faisceaux
constructibles sur Ug, alors si le théoreme[3.31 est vrai pour deux entre les
trois faisceaux F,F', F" c’est aussi vrai pour le troisiéme faisceau.

Démonstration. On a le diagramme commutatif

- — Bat (F", Gy, — Ext}(F,G,,) — Eat) (F,G,,) — -+ -

1 l 1
e Hgfr(U’ Jfl/)* N [{g)fr((]7 f’)* SN HgiT(U, f‘/)* — e,

ou la deuxiéme ligne reste exacte aprés prenant les duaux, parce que si le
théoréme [3.3T] est vrai pour deux faisceaux entre les trois, tous les groupes
sont finis. L’assertion est claire d’aprés le 5-lemme. [

Lemme 3.3.9. Pour V.C U et F € Fais(U) constructible, le théoreme
(731 est vrai pour (U, F) si et seulement si c’est vrai pour (V, F|V).

Démonstration. On pose j : V. — Ueti: Z =U\V — U les immer-
sions. Notant que j*G,, = G,,,, d’apres[[I0.7(a) on a Ext];(ji(F|V),G,,) ~
Eaxty, (F|V,G,,). Onsait que H (U, j1(F|V)) ~ HL(V, F|V) d’apresB.2.3(d),

"Le théoréme [I8, MilneEC VI.2.8] n’est pas vrai pour k général, par exemple, on prend
X = Spec(k) et F = p, ou car(k) = p alors H(X, F) = HY(Gal(k®/k), up) = k*/(k*)P
qui n’est pas fini pour un certain k. Or dans notre cas, k est fini Gal(k®/k) ~ Z, alors
si N est un module fini, H"(Gal(k®/k), N) est fini pour r» = 0,1 (cf. [28, SerreCorpsLoc
VIIL.1]), H"(Gal(k®/k), N) est nul pour les autre r car scd(i) = 2. Alors tous les termes
de la suite spectrale de Hochschild-Serre dans la démonstration sont finis, la démonstra-

tion marche pour notre cas.
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et aussi que o' (U, 1(F|V)) = o' (V, F|V) par fonctorialité. Alors le théo-
réme B3] est vrai pour (U,5(F|V)) si et seulement si c’est vrai pour
(V,F|V). Le lemme dit que le théoréme B.3.T] est toujours vrai pour
(U,i,i*F). La suite exacte 0 — 5j*F — F — i, i*F — 0 (cf. COH(5)) se
donne une suite de cohomologie, qui implique que le théoréme B.3.1] est vrai
pour (U, 51(F|V)) si et seulement si c’est vrai pour (U, F), la preuve est
alors compléte. n

Le lemme précédent dit qu’il suffit de montrer le théoréme pour les fais-
ceaux localement constants sur U assez petit.

Lemme 3.3.10. Soit K' une extension finie galoisienne de K, et soit 7 :
U — U la normalisation de U dans K', alors

(a)il existe une application canonique N : .Gy, — G qui s’appelle
norme,

(b)pour F € Fais(U') constructible, la composition

Ngyt » Bzt (F,Gy,) — Exty(m.F, m.Gy,) KA Ezt) (1. F, Gy,)
est un isomorphisme.

Démonstration. (a)Comme U est un schéma normal quasi-compact, tout
morphisme V — U étale (de type fini)® est de la forme : V est un ouvert de
la normalisation de U dans une certaine K-algébre séparable L (i.e. L est
un produit fini de extensions finies séparables de K) d’aprés [LI.11

On pose V! = U’ xy V, alors ' : V! — V est fini, V' — U’ est étale,
alors V' est aussi normal et c’est la normalisation de V dans K’ ®x L.
Par définition, on a I'(V,7.G,,) = I'(V',Oy,). Donc l'application norme
K' ®k L — L induit une application I'(V, 7.G,,) — ['(V, G,,) pour chaque
V' — U étale de type fini, qui défini I'application norme N : 7,.G,, v —
Gm,U-

(b)Il existe j : V' — U’ une immersion ouverte telle que 7(V') soit
ouvert dans U et w|V : V — 7(V) soit un isomorphisme, alors 7|V :
V' — U est étale. D’apres [I8, MilneEC V.1.13] on a un isomorphisme
Extl, (j*F,G,,) — Ext](m)j*F,Gp). On sait que Ext], (jij*F,G,,) ~
Eaxty, (7*F,G,,) d’aprés [LI0.7(a), on trouve alors la composition
Extl, (1j* F,G,) = Eaty(1.515*F,G,,) est un isomorphisme, i.e. 'asser-
tion (b) est vrai pour jj*F.

8Cette condition n’est pas trés importante pour la définition du site Us (cf. [34}
Tamme I1.1.5.2]).
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Appliquant le 5-lemme a la suite de cohomologie associée a la suite 0 —
g F - F — i, 0*F — 0avec i : Z = U'\ 'V — U’ une immersion fermée
(cf. LI8(5)), on se raméne au cas ou F est de la forme 7,i*F.

OnaZ =||,cp ;) 2o ollizg, 1 Zy, = 71 (v) — U’ est 'immersion fermée
associée (on remarque que U \ j(V') est un ensemble fini dans notre cas).
Alors 1,8"F =~ B, i jov) i2.40%,F; alors on se ramene au cas ou U\ j(V) =
{v}, Z = Z, et i =iz,. Maintenant on a le diagramme commutatif

Ue—Z'=na ') =U" xyv

Lk

KA
U : v

ol 7, est un morphisme fini car 7 : U’ — U 'est. On veut Exty, (i,i*F, G,,) —
Eaxt] (mi.* F,G,y,) étant un isomorphisme, notant que mi = 4,m, applica-
tion ci-dessus s’identiﬁe a l'application Extr_l('*]-" Z) — Extl(mi*F,Z)
d’aprés la remarque | Parce que pour tout v’ € Z, k(v')/k(v) est une
extension finie separable dans notre situation, le morphisme 7, : Z7 — v est
étale, on applique [1I8, MilneEC V.1.13] pour 7, et trouve que I’application
considérée est un isomorphisme. [

Lemme 3.3.11. Les notations sont comme celles du lemme précédent, pour
F' € Fais(U'") constructible, 'application o (U'.F) est un isomorphisme si
et seulement si o (U, . F) Uest, le théoreme [Z.31| est vrai pour (U', F) si
et seulement si c’est vrai pour (U, w,F).

Démonstration. Le lemme[3.3.10se donne I'application norme N : 7.G,, ;1 —
Gy, composant avec l'isomorphisme H2 (U, G,,,) ~ H2(U, 7,.G,,) (cf.B2Z3(e))
on obtient l'application Ny : H3(U', G,,) — H3(U,G,,) on a un diagramme
commutatif d’apres fonctorialité de la définition de H]

Br(K.)— H3(U',G,,)

[

Br(K,) — H3(U,G,,)
pour tout v ¢ U et w | v. On sait que

Br(K!)™Q/Z

le |

Br(K,) ™ Q/Z,
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alors on a un diagramme commutatif

H3}U',G,,) — Q/Z

[

d’apres la démonstration de B.2.9. Alors d’aprés le lemme B3 I0(b) et la
proposition B.2.3|(c), on a

Extr (F,G,,) x H(U,F)— HU',G,,)—Q/Z,

e o

Ext} (. F,Gy) x  H3(U,mF)— HX(U,G,,) ——Q/Z

qui identifie o (U’, F) avec o (U, m,.F), les assertions sont alors claires. [

Remarque 3.3.12. Pour les lemmes B.3.10 et B.3.T1] il suffit de supposer que
K’ est une extension finie séparable de K.

Lemme 3.3.13. Soit F € Fais(U) constructible.
(a)On a H:(U,F) =0 pour r > 4.
(b Si K n’a pas de places réelles, alors Exty(F,G,,) = 0 pour r > 4.

Démonstration. D’abord, on va se ramener au cas ou U est assez petit
tel que F|U soit localement constant et tel que mF = 0 pour un certain
entier m inversible sur U en cas de corps de nombres. Ensuite, on montrer
les assertions (a) et (b) sous I'hypothéses ci-dessus. Enfin, on compléte la
preuve par un argument supplémentaire pour le cas de corps de fonctions.

Pour (a), la suite exacte de la proposition[3:22.3|(d) avec le fait que H" (v, i*F) =
0 pour v non-ramifiée et r > 2 car cd(g,) = 1 (cf. [L54) implique que
H(V,F|V) ~ H(U,F) pour r > 3, alors on peut supposer que U est petit
etc..

Pour (b), on suppose que l'assertion (a) est déja montrée, la proposition
B23(a), le fait que scd(Gal(K:/K,)) = 2 et 'hypothése K n’a pas de

9Dans [19, MilneADT 1I1.3.12|(b) l’assertion et la preuve sont seulement pour r > 4,
mais dans la premiére ligne de la démonstration du lemme [I9, MilneADT I1.3.16], le cas
r = 4 est appliqué. Dans la démonstration de (b), « Ext};(F,G,,) = 0 for » > 1 (see the
proof of 1.10a) », ¢’est vrai aussi pour 7 > 1 (comme Pargument de 1.10a) si K est un
corps de nombres, mais ce n’est pas vrai pour r = 1 si K est un corps de fonctions, parce
que dans 1.10a il y a 'hypothése pF = F si le corps est de caractéristique p. Alors la
démonstration de [19, MilneADT] ne marche pas pour le cas r = 4 si K est un corps de
fonctions. On se référe a [B) Deninger1984| pour le cas de corps de fonction.
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places réelles impliquent que H" (U, F) = H! (U, F) “y pour r > 4. Si
supp(F) C Z avec Z C U un sous-schéma fermé de U, le lemme dit
que Exty(F,G,,) = H"(U,F)* =0 pour r > 4, ou la derniére égalité est
vrai d’aprés B.23)(a) et 'hypothése K n’a pas de places réelles. En général,
la suite exacte (cf. LO8(5) posant i : Z — U et j: V =U\Z — U)
0— j*F - F — i,a" F — 0 se donne une suite exacte

- — Euxt,(ji*F,G,,) — Extj(F,G,,) — Eaxt}(i.i*F,G,) — ---. On
sait que Ext};(jij*F,G,,) = Ext},(F|V,G,,) d’apreés la proposition [[.10.7](a)
et Eat] (i.0*F,G,,) car supp(i,i*F) C Z pour r > 4, alors si 'on peut
montrer Ezt}, (F|V,G,,) = 0 pour r > 4, on a aussi Fzt},(F,G,,) = 0 pour
r > 4. Donc on peut supposer que U est petit etc..

A partir de maintenant, on suppose que F est localement constant construc-
tible sur U, et que mF = 0 pour un certain m inversible sur U. On va montrer
lassertions (a) et (b) sous cette hypothése avec un argument supplémen-
taire pour K un corps de fonctions de caractéristique p et F un faisceau
localement constant de p-torsion.

(a)D’apres la proposition[3.2.3(a) on a besoin de montrer que H" (U, F) —
P, csr H (K,, F) est un isomorphisme pour 7 > 3 car scd(Gal(K3/K,)) =
2 pour v non-archimédienne. La proposition [3.2.12]identifie cette application
avec l'application H"(Gg, M) — @, cqe H (K, M) ot M = Fj; et S =
(X \ U)|]Sx- Le théoréme Z4.(c) dit que c’est un isomorphisme pour
r = 3.

Pour le cas supplémentaird®, il n’y a pas de places archimédiennes. No-
tant que scd(Gal(K:/K,)) = 2 pour v non-archimédienne (cf. [[5.4), on a
H'(U,F)=H"(U,F) pour r > 4 d’apreés la proposition B.Z3|(a). Le lemme
[B.3.14] suivant compléte 'argument.

(b)Comme F est localement constant, on peut calculer les fibres de
Ext;(F,G,y,) et trouve que c’est nul pour r > 1 d’aprés m-divisiblité (cf. la
démonstration du corollaire B.3.3)). Comme F est tué par m, Ext],(F,Gy,)
est toujours de torsion, c’est une limite inductive filtrante de faisceaux
constructibles d’aprés la proposition [[L9.12(3), alors H" (U, Ext}(F,G,,)) =
0 pour r > 4 d’aprés (a) (notant que ’hypothése K n’a pas de places réelles
implique que pour r > 4 on a H"(U,—) = H!(U,—) d’aprés B.2Z3(a)). La
suite spectrale [LI0.4 H" (U, Extj,(F, Gy)) = Ext}(F,G,,) implique que
Eaxt] (F,G,,) pour r > 4.

Pour le cas supplémentaire, F est de p-torsion, le lemme B.3.14] sui-
vant implique que H" (U, Exty(F,G,,)) = 0 pour r > 3 (un peu mieux
que le cas ci-dessus). Par la méme suite spectrale, il suffit de montrer que

19Dans la démonstration de [19, MilneADT I1.3.12(a)|, ce n’est pas trés claire pourquoi
on peut choisir 7 : U’ — U dont le degré non-divisible par p.
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Exty (F,G,,) = 0 pour s > 2 (un peu pire que le cas ci-dessus). On sait que
Exti (F,Gp)s = Ext’(Fy, Gyp) d’aprées [LIT0, ou F; est un p-groupe fini
abélien. Par dévissage, on peut supposer que F; = Z/pZ. Comme Z est un
Z-module libre, Ext*(Z,G,,;) = 0 pour s > 1, la suite de cohomologie de
0—7Z 57— Z/pZ — 0 implique que Ext*(Z/pZ,Gpy) = 0 pour s > 2,
qui compléte I'argument. O

Lemme 3.3.14. Soit U un schéma affine de type fini sur k un corps fini
de caractéristique p, alors cd,(Ugy) < dim(U) + 1.

Démonstration. On sait que cd(Gal(k®/k)) = 1 (cf. [LE5A), et que cd(U) <
dim(U) = dim(U) = 1 ou U = U x;, k* (cf. [10, SGA4 XIV.3.2]). La
suite spectrale de Hochschild-Serre LI0.3(notant que AutyU = Gal(k®/k))
H"(Gal(k®/k), H*(U,F)) = H"™*(U, F) implique que H"(U,F) = 0 pour
tout r > dim(U) + 2 et F de torsion. O

Remarque 3.3.15. En effet, le méme argument a montré ’assertion : ed;(U) <
dim(U) + cd;(Gal(k* /k)) pour U un schéma affine de type fini sur un corps
k. Si k est un corps de caractéristique p = [, on a cd,(Gal(k*/k)) < 1 d’aprés
[31, SerreCohGal 11.2.2]. alors ¢d,(U) < dim(U) + 1. Si U n’est pas affine,
c’est aussi vrai (cf. [18, MilneEC VI.1.5(b)]).

Lemme 3.3.16. Suppose que o' (X,Z/nZ) est un isomorphisme pour tout
r,n lorsque K n’a pas de places réelles, alors le théoréme[3.31 est vrai.

Démonstration. Premiérement, la finitude de groupes est donnée par le

lemme B.3.71

On sait maintenant, lorsque K n’a pas de places réelles, le théoréme [3.3.1]
est vrai pour les faisceaux constants constructibles sur X, alors c’est vrai
pour les faiseceaux constants constructibles sur U pour tout U d’apres le
lemme B39

Le lemme dit qu’il suffit de montrer que le théoréme d’Artin-Verdier
B3I pour F localement constant constructible sur U, & partir de maintenant
a la fin de la démonstration on travaille avec cette hypothése. On le verra par
faire récurrence en r. Le lemme B33/ dit que o (U, F) est un isomorphisme
pour r << 0. On suppose que o (U, F) est un isomorphisme pour r < rq et
pour tout U et tout faisceau constructible, on va montrer que o’ (U, F) est
un isomorphisme pour un U fixé et F localement constant sur U.

Il existe un revétement fini étale 7 : U’ — U tel que F|U’ soit constant
(cf.[COH] on remarque que ce ne marche pas généralement pour les faisceaux
localement constants) Alors U’ est la normalisation de U dans K’ une ex-
tension finie séparable de K d’aprés [L9.1 de plus, si K est un corps de
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nombres, on peut supposer aussi que mJF = 0 pour un certain m inversible
sur U alors remplacant K’ par K" = K'(uy,) (K" = K'(j4) si m = 2) et
U’ par U" sa normalisation dans K" (U” — U’ est alors non-ramifi¢, étale)
on peut supposer que K’ est totalement imaginaire, remplagant K’ par sa
cloture galoisienne (les places dans U restent non-ramifiées) on suppose
aussi que K'/K est galoisienne. On pose F, = mm*F € Fais(U), comme
7 est un morphisme fini étale, Papplication trace (cf. [I8, MilneEC V.1.12|)
tr . F. — F est surjective (on le voit par les fibres), on note F' = ker(tr)
et trouve un diagramme commutatif avec lignes exactes

Ext? N (Fi,Gp) » BExt? ™ (F',Gp) » Bzt (F,Gp) » Bxt() (Fe, G) » Bxt? (F', Gy)
~ | a0~ Y (U, Fy) ~ | qro—Y(U,F) ia"O(U,J-') :iaTO(U,]-'*) iaTO(U,]-")

HE"0(U, F.)* — HA0(U, F')* — H30(U, F)* » H37"0(U, F.)* » H3"0(U, F')*

ou o YU, F,) et o™ (U, F') sont deux isomorphismes d’aprés I'hypo-
theése de récurrence. On sait que 7*F € Fais(U') est un faisceau constant,
alors " (U’, 7*F) est un isomorphisme d’aprés la discussion au début de
cette démonstration, alors o™ (U, F.) est aussi un isomorphisme d’aprés le
lemme B3T1l On a tout de suite o (U, F) est injective pour tout F loca-
lement constant sur U. Notant que F’ est un sous-faisceau de F, = 7, 7m*F,
m*F est un sous-faisceau de 7*m,m* F qui est constant, i.e. F' est localement
constant, alors o (U, F") est injective, on trouve donc le fait que o™ (U, F)
est un isomorphisme. O

Le lemme précédent dit qu’il suffit de montrer le théoréme d’Artin-
Verdier B.3.1] supposant que K n’a pas de places réelles. A partir de main-
tenant, on travaille avec cette hypothése.

Pour F € Fais(U), on définit 57 (U, F) : HL(U,F) — Ext} " (F,G,)* le
dual de Dapplication o*~"(U, F) : Ext};"(F,G,,) — H:(U,F)*.

Lemme 3.3.17. (a)Suppose que ro > 1, si pour tout K, tout F € Fais(X)
constructible et tout r < ro, 57(X,F) est un isomorphisme, alors 57 (X, F)
est 1njective.

(b)Suppose que pour tout K, tout F € Fais(X) constructible et tout
r <o, f7(X,F) est un isomorphisme, de plus, suppose que (X, Z/mZ)
est un isomorphisme lorsque iy, (K) = py,(K®), alors §7(X,F) est un iso-
morphisme pour tout X et tout F € Fais(X) constructible.

Démonstration. Comme K n’a pas de places réelles, on a H! (X, F) ~
H"(X,F) d’apreés la proposition B.2:3|(a).
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(a)Pour F € Fais(X) constructible, on fixe ¢ € H™ (X, F), il existe une
injection F < T avec T € Fais(X) flasqud™ de torsion (cf. [I8, MilneEC
I11.1.9(c)]). D’apres[O.T2(3) Z est une limite inductive filtrante de faisceaux
constructibles. Comme Z est flasque et rq > 1, H™(X,Z) = 0. D’aprés la
proposition [LT0T], il existe F, € Fais(X) constructible tel que F < F, et
tel que ¢ soit envoyé sur 0 dans H™ (X, F.), on pose Q = coker(F — F).
On a alors un diagramme commutatif avec lignes exactes (la deuxiéme ligne
est exacte car les faisceaux considérés sont constructibles, alors tués par un
certain entier, tous les Fxt sont alors de torsion, la ligne reste exacte apres

_*)
Ho Y (X, F)—— H*"YX,Q) —— H*(X,F) ——— H"(X, F,)
{ﬂro*l (X F) {mo*l (X,Q) iﬂ’"o (X.F) iﬁro (X,F2)
Exty " (F.,G)" » Exty "(Q,G,,)* » Extsy, ™(F,Gy)* » Extyy ™ (F., Gp)*

ou les premiéres deux applications verticales sont des isomorphismes par
I'hypothése. Notant que ¢ — 0 € H™ (X, F,), c’est facile de vérifier que si
BT (X, F)(c) =0 alors ¢ = 0, i.e. f°(X,F) est injective.

(b)Pour F € Fais(X) constructible, il existe U un ouvert de X et K’
une extension finie galoisienne de K tel que la normalisation U’ — U de U
dans K’ soit étale, F|U’ est constant et ji,,(K) = p,,(K*) pour un certain
m satisfaisant mF = 0. On pose X’ la normalisation de X dans K’, on a
un diagramme commutatif

X U

Jo
lﬂ ero:7r|U/

XU

ot les normalisations 7, 7y sont morphismes finis d’aprés [18, MilneEC I.1.1],

J et jo sont immersions ouvertes, on pose aussi i : Z = X \U — X
I'immersion fermée associée. Comme F|U’ est constant, Fy = j.o(F|U’)
est le faisceau constant associé au groupe abélien TI'(U', F) (on peut le
voir d’aprés l'identification de [18, MilneEC I1.3.16]). L’application F|U —
T« (F|U) = mo(F|U’) induit une application F — . F; car (5%, j.) est
une paire adjointe. On vérifie que supp(ker(F — m.F1)) C Z et supp(ker(F —
i.i*F)) C U, alors on obtient une injection F — F, = m,F; @ i,i*F dans
Fais(X), on note son co-noyau G. On trouve un diagramme commutatif
avec lignes exactes

Hlci le mot flasque référe au mot flabby dans [18, MilneEC II1.1.9(c)], c’est un peu
différent de la définition de flasque dans [10, SGA4].
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o Ho Y (X F) —— H (X, G) —— H (X, F) ——
giﬁro (X, Fy) zlﬁr()*l (X,6) lﬁfo (X,F)
o Bty " (F., Gp)* — BEaty (G, G,)* — Exty " (F,G,,)* —

— H" (X, F,) — H"(X,G) —— - -~

lﬁro X, Fx) J{mo X,0)

%E:Ut?’ " Fe, Gy %Eazt?’ G, Gp)

ou S YX, F,) et f71(X,G) sont des isomorphismes par ’hypothése,
on va expliquer que 57 (X, F,) est aussi un isomorphisme. En effet, on sait
que (X, i,i*F) est un isomorphisme d’aprés le lemme B35 5™ (X ' )
est un isomorphisme d’aprés I’hypothése, alors 70 (X, 7, F7) est un isomor-
phisme d’apreés le lemme B3.11], alors 5™ (X, F.) est aussi un isomorphisme.
Maintenant, du diagramme ci-dessus on trouve que 57 (X, F) est injective
pour tout F constructible, alors (X, G) est aussi injective, on trouve
finalement que (X, F) est un isomorphisme. O

Lemme 3.3.18. Le théoréme [3.31) est vrai pour F € Fais(X) construc-
tible, alors c’est aussi vrai en tout cas.

Démonstration. La finitude des groupes considérés ont été donnée par le
lemme B3.7 Si le théoréeme B.31] est vrai pour X, pour F € Fais(U)
constructible, la démonstration du lemme identifie 'application o’ (U, F)
avec o (X, j1F), on sait que j,.F est aussi constructible (cf. la démonstration
du lemme 3:3.7), alors le théoréme B3] est vrai pour (U, F).

On remarque que comme X n’a pas de places réelles, H (X, F) ~ H" (X, F)
d’apres B.23|(a) (mais H.(U,F) # H" (U, F) si U € X).

Maintenant, on va montrer que 5" (X, F) est un isomorphisme par récur-
rence en 7. Pour r < —1 et r > 4, §7(X,F) est un isomorphisme d’aprés
le lemme B3T3l La suite exacte 0 — Z -5 Z — Z/mZ — 0 se donne une
suite de cohomologie

- — Bat' (Z/mZ,G,,) — Exty(Z,G,,) = H'(X,G,,) =
Ext%(Z,G,,) = H' (X, G,,) —

On sait que HY(X,Z/mZ) = H°(X,Z/mZ) = Z/mZ, et la remarque
3.2.2(b) implique que Ext%(Z/mZ,G,,) = ~7/Z, accouplement est ce-
lui évident, alors °(X, Z/mZ) est un isomorphisme. Alors 3°(X, F) est un
isomorphisme d’aprés le lemme B3.I7(b), donc (X, F) est une injection
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d’apres le lemme[B3.3.17(a). On sait que H'(X,Z/mZ) = H'(Gs_,Z/mZ) =
Homcts(G‘g;,Z/mZ), ou Gg,_ = Gal(Ks,_/K) avec Kg _ I'extension maxi-
male de K non-ramifiée en dehors S,,. La premiére égalité vient du méme ar-
gument que la preuve deB.2.12] pour le cas r = 1 on n’a pas besoin de I’hypo-
these m inversible sur X affine. D’apres la théorie du corps de classes global
T42on a GY¥ = Gal(H(K)/K) ~ CI(K) car K n’a pas de places réelles.
Alors [HY(X,Z/mZ)] = [(CU(K)™)*] = [CI(K)"™)] = [Ext%(Z/mZ,G,,)],
ou derniére égalité vient de la suite de Ext’y ci-dessus et B2 B22(b).
On remarque que cette égalité marche aussi pour un corps de fonctions, car
Gal(H(K)/K) =~ Pm) ~ Pic®(X) x Z et alors m)(m) ~ Pic(X)m™
est un groupe fini. Alors on trouve que 5'(X,Z/mZ) est un isomorphisme,
on a (X, F) aussi un isomorphisme d’aprés B.3.I7(b), ensuite 5%(X, F)
est une injection d’apres B.3.17(a).

Afin de compléter la preuve, d’aprés B.3.17, il suffit de montrer que
B"(X,7Z/mZ) est un isomorphisme pour r = 2,3 supposant que K n’a pas
de places réelles et contient toutes les racines m™¢ d’unité.

Premiérement, on suppose que m est non-divisible par car(K). Il existe
un ouvert affine U de X tel que m soit inversible sur U, on pose i : Z =

X\ U — X, on a le diagramme commutatif associé a la suite exacte 0 —
Ji*F = F = i, " F — 0 (cf. [LOZ(5))

H!(U,Z/mZ) H"(X,Z/mZ) H"(X,i.(Z/mZ))

—— HI(X, jZ/mZ) —— HL( X, Z/mZ) — H'(X,i.(Z/mZ)) —>
B (X (2 miz)) =5 (U2 ) |rexzma |rexin@may

> BExtS " (5/(Z/mZ), G,)* » BExty " (Z/mZ, G,,)* » Exty " (i.(Z/mZ),G,,)* »

Ext} " (Z)mZ,G,,)

ou toutes les égalité vient de B.23(a,d) et [LI0T(a).

On a vu que G"(X, i(Z/mZ)) = " (U,Z/mZ) est un isomorphisme pour
r < letr >4, et c’est une injection pour r = 2. L’application 87 (X, i.(Z/mZ))
est toujours un isomorphisme d’aprés le lemme [3.3.51

L’application 33(U, Z/mZ) vient de I’accouplement

Homy(Z/mZ,G,,) x H2(U,Z/mZ) — H(U,G,,) ~ Q/Z,

or dans notre cas K O p,, alors Z/mZ ~ p, € Fais(U), on a donc
H3(U,Z/mZ) ~ H3(U, ). La suite de Kummer 0 — p,,, — G,,, = G,, —
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0 (cf. [L93) se donne le fait que H3(U, i) = ~Z/2Z C Q/Z = H3(U, G,)
d’apres B.23|(b) et B2Z9L Alors 32(U,Z/mZ) est un isomorphisme.

Maintenant y,, = (Z/mZ)? = Homy(Z/mZ,G,,), H (U, Z/mZ) et H37"(U, i)
sont duaux sauf que r = 2 d’aprés le corollaire 3.3.3] alors la formule
de caractéristique d’Euler-Poincaré se donne une égalité [H2(U,Z/mZ)] =
[H*(U, p1n)] (cf. la remarque B:218)). Donc la injection 3%(U, Z/mZ) est un
isomorphisme.

D’aprés le diagramme ci-dessus, on trouve que " (X,Z/mZ) est un iso-
morphisme pour r = 2, 3.

Il reste seulement le cas ot K est un corps de fonctions de caractéristique
p et F constant de p-torsion sur Xy, par dévissage on se raméne au faisceau
Z,/pZ. On considére la suite d’Artin-Schreier (cf.[L93) 0 — Z/pZ — Ox —
Ox — 0. On sait que H" (X, Ox) ~ H" (X z4r, Ox) = 0 pour r > dim(X)+
1 =2 d’apres [18, MilneEC I11.3.7] et [13, Hartshorne I11.2.7], alors la suite
de cohomologie implique H!(X,Z/pZ) = H"(X,Z/pZ) = 0 pour r > 3.
Notant que Homx(Z,G,,) = Ox(X)* = F; avec ¢ une puissance de p
car X est un schéma propre. L’application p : F, — [} est injective, alors
Ext3y"(Z/pZ,G,,) = 0 pour 7 > 3. Alors d’aprés les discussions ci-dessus,
B"(X,7Z/pZ) est un isomorphisme sauf que r = 2, ¢’est une injection pour
r = 2. Le lemme suivant compléte la preuve. O

Lemme 3.3.19. Soit X est une courbe projective sur F, avec q une puis-
sance de p, alors les groupes H*(X,Z/pZ) et Ext\(Z/pZ,G,,) sont finis de
méme ordre.

Démonstration. On a déja vu dans la démonstration du lemme précédent
que [HY(X,Z/pZ)] = [Pic(X)P)] et H*(X,0x) = 0. Comme X est projec-
tive, les groupe H" (Xet, Ox) ~ H" (X z4r, Ox) sont finis (cf. [13, Hartshorne
I11.5.2]). La suite d’Artin-Schreier 0 — Z/pZ — Ox — Ox — 0 se donne
une suite de cohomologie de groupes finis jusqu'a H?*(X,Ox) = 0, d’ou
p- [H2(X7 Z/pZ)] = [H1<X7 Z/pZ)]

Notant que p : Ox(X)* = F; — Ox(X)* = F; est surjective, la
suite de Exty de 0 — Z % Z — Z/pZ — 0 se donne un isomorphisme
Exty(Z/pZ,G,,) ~ Exty(Z,G,,), = H'(X,G,,),. D’apresB2IHY (X, G,,) ~
Pic(X). On applique multiplication par p a la suite 0 — Pic’(X) —
Pic(X) — Z — 0, le lemme du serpent se donne une suite exacte de groupes
finis (car Pic(X) est de type fini sur Z), d’ott p - [Pic(X),] = [Pic(X)®)].
L’assertion est claire d’aprés ces égalités. O]
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